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Bevezetés
A feladatgyűjtemény a Georgikon Kar MSc szintű képzéseiben az Agrármérnök, Növényorvos, Természetvédelmi mérnök szakok Biometria, valamint a Környezetgazdálkodási agrármérnök szak Környezet és agrártudományi kutatásmódszertan, tudományos közléstan nevű tantárgyaihoz kapcsolódik. E tárgyak értékelése gyakorlati jeggyel zárul, ezért különösen fontos, hogy a hallgatók jártasságot szerezzenek a biometria elméletének gyakorlati alkalmazásában. A 14 hetes kurzus bevezető jellegű, az alapfogalmakra és alapesetekre koncentrál, feltételez azonban némi jártasságot a kombinatorika és a valószínűségszámítás alapfogalmaiban. Az összetettebb, többtényezős valamint többváltozós módszerek a Kutatásmódszertan tárgy keretében később kerülnek tárgyalásra.
A fejezetek elején rövid összefoglalás található a feladatok megoldásában alkalmazandó elméleti ismeretekről, részletesebb magyarázat nélkül. 
A számítási feladatoknál alkalmazható az EXCEL táblázatkezelő megfelelő függvénye illetve adatelemzési programja. Az interpretálásnál azonban mindig ki kell térni a választott módszer indoklására és az eredmények értékelésére.
A feladatok megoldását a kurzust felvevő hallgatók hétről-hétre a Moodle elektronikus oktatási rendszerben fogják megtalálni.
I. A biológiai változók (ismérvek, adatok) típusai és mérési szintjei
Megkülönböztetünk kvalitatív (minőségi) és kvantitatív (mennyiségi) ismérveket.
Kvalitatív ismérv változatai kategóriák (pl. talajtípusok, nem, szín, faj, fajta)
Kvantitatív ismérv változatai számszerű értékek
A kvantitatív ismérv lehet 
· Diszkrét – általában számlálás útján kapjuk
(pl. madárfiókák száma egy fészekben, növényfajok száma egy társulásban stb.)
· Folytonos- általában méréssel kapjuk 
(pl. növénymagasság, termésmennyiség, hőmérséklet stb.).
Mérési skálák kvalitatív változókra 
a) Nominális skála 
· tipikus kvalitatív skála. Értékei nem sorrendezhetők, csak két egyed azonos kategóriába, vagy különböző kategóriába tartozása állapítható meg (X=Y) illetve (X≠Y). Nincs nagyság szerinti rendezettség.
b) Ordinális skála 
· olyan kvalitatív skála, melyen a kategóriák sorrendje is megállapítható (X<Y)  pl. bonitálási skála.  Nem fertőzött, kissé fertőzött, közepesen fertőzött, nagyon fertőzött
· Az egyes kategóriák közötti különbség nem állandó (nem is mérhető)
Mérési skálák kvantitatív változókra 
c) Intervallum skála
· amelyen két egyed távolsága (X-Y) mérhető. A skálának nincs valóságos nullpontja, X=0 nem jelenti az ismérv hiányát (pl. hőmérséklet) A skála beosztása ekvidisztans: azaz pl. 25 fok és 26 fok közötti különbség ugyanannyi, mint a 15 fok és 16 fok közötti különbség.
d) Arány – (hányados) skála 
· olyan kvantitatív skála, amelynek valódi nullpontja van. Ilyen skálán két érték aránya (Y/X) értelmes viszonyszám (pl. tömeg, 6 kg háromszorosa a 2 kg-nak vagy a hossz, 120 cm kétszerese a 60 cm-nek).
Megjegyzés: Egy magasabb rendű skálából készíthetünk alacsonyabb rendű skálát, fordítva azonban nem lehetséges a konverzió. (Pl. egy arány skálán mért változót kategorizálhatunk, vagy rangsorolhatunk.)
A változók szerepe szerinti megkülönböztetés
Függő változó 

Független változó
I.1.1. Feladatok
1. Milyen típusúak és milyen mérési skálán mérhetők az alábbi változók?
a) a növény magassága, 
b) a virág színe, 
c) a termés mennyisége,
d) a táplálék fehérje tartalma
e) az állat életkora
f) a talaj típusa
g) az évi középhőmérséklet
e) havi csapadékmennyiség
f) a madárfészekben található tojások száma
g) egy gazdaságban termesztett növények
2. Vizsgáljuk a csapadékmennyiség hatását a gyümölcsök számára.
· Mi jellemző a fenti változókra?
· diszkrét vagy folytonos;
· nominális, ordinális, intervallum vagy arány;
· függő vagy független.
3. Vizsgáljuk a különböző színű és méretű virágokon a méhek porzási idejét.
· Mi jellemző a fenti változókra?
· diszkrét vagy folytonos;
· nominális, ordinális, intervallum vagy arány;
· függő vagy független. 
4. Tekintsünk egy almafa ültetvényt, melyben 100 almafa van. Az almafák törzsének átmérőjét (pontos módszertani leírás alapján) megmértük. 
Az így kapott adatok milyen típusúak és milyen skálán mérhetők?
5. Egy mezőgazdasági kísérletben különböző típusú és dózisú műtrágyák hatását vizsgáljuk a terméseredményre. Milyen típusú változók szerepelnek ebben a kísérletben és milyen skálán mérhetjük ezeket?
6. Részletes talajvizsgálatot szeretne végezni. Adjon meg ezzel kapcsolatban néhány kvalitatív és néhány kvantitatív változót! Jellemezze ezek mérési skáláját is.
7. Igaz vagy hamis?
A kvalitatív változó kategorikus változó.
A kvalitatív változó mindig folytonos változó.
A kvantitatív változó lehet folytonos változó.
II. A minta és a populáció viszonya
A populáció: 
· azon egyedek összessége, sokasága, amelyről informálódni szeretnénk.
A minta: 
· a populációból kiválasztott néhány egyed, amelyet megvizsgálunk.
Célunk, hogy a minta alapján következtetéseket vonhassunk le a populáció egészére vonatkozóan.
Az érvényes konklúzióhoz a mintának reprezentatívnak kell lennie (véletlen, független kiválasztás, nagy minta).
A mintavételezés 
Egyszerű véletlen mintavételezés
· Alapvető mintavételezési technika.
· A populáció valamennyi egyedének azonos esélye van a mintába kerüléshez.
· A populációból kiválasztható bármely n elemű mintának azonos az esélye, hogy mintaként kiválasszuk.
Rétegzett mintavételezés
· A populáció egyedeit valamilyen szempontból rétegekre osztjuk (pl. a nem, a fajta stb. alapján) és az így meghatározott rétegekből véletlen mintát veszünk.
Kényelmes mintavételezés
· Azokat az egyedeket választjuk a mintába, amelyeket legkönnyebben elérünk. Nem reprezentatív!
A lehetséges n elemű minták számát akarjuk meghatározni
Kombinatorikai alapok

Permutáció

Variáció

Kombináció
Visszatevéses mintavétel:
A populáció N számú egyedből áll. Ebből választunk ki egymás után n számú egyedet, úgy, hogy a kivett elemeket megvizsgálás után visszatesszük, vagyis minden egyes kiválasztásnál valamennyi egyed szóba jöhet. 
Így az összes lehetséges n elemű minta száma: Nn

(Ismétléses variáció)
Ha a populáción belül egy adott tulajdonságú egyedek aránya p, akkor minden egyes kiválasztásnál p a valószínűsége, hogy az adott tulajdonsággal rendelkező egyedet választunk.
Visszatevés nélküli mintavétel:
[image: image48.jpg](1)



A populáció N számú egyedből áll. Ebből választunk ki n számú elemet, úgy, hogy a kivett elemeket nem tesszük vissza. Ha a sorrend nem számít, csak az, hogy kik kerültek be a mintába, akkor:
N számú sokaságból ily módon képezhető n elemű minták száma:               (kombináció)
Miután a minta véletlenszerűen választott elemeket tartalmaz, a valószínűség-számítást hívjuk segítségül. A mintával kapcsolatos megállapításainkat tekinthetjük, un. eseménynek. Ezen események valószínűségei fogják jellemezni a minta és a populáció viszonyát.
II.1.1. Feladatok
1. Az erdőben 50 db bükkfa van.
Fel akarjuk mérni az állapotukat. Részletes vizsgálat céljából kiválasztunk 3-at.
Hányféleképpen tehetjük ezt meg?
a) ismétléses mintavétellel
b) ismétlés nélküli mintavétellel
2. Az erdőben 50 bükkfa és 30 tölgyfa van.
Hányféleképpen választhatunk olyan 10 elemű mintát, melyben 5 tölgyfa lesz?
a) ismétléssel;
b) ismétlés nélkül.
3. Legyen A esemény, hogy egy adott helyen a július havi csapadékösszeg kevesebb, mint 50 mm. Legyen B esemény, hogy ugyanitt a csapadékösszeg több, mint 70 mm.
a) Milyen viszonyban van A és B esemény?
b) Mit jelent az A+B, az AB, az A-B esemény?
4. Az élőfa készlet megoszlása korosztályok szerint 2008 jan.1-én. (KSH adatok)

	1– 10 éves
	8 517

	11– 20 éves
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28 457

	21– 30 éves
	45 418

	31– 40 éves
	45 984

	41– 50 éves
	39 017

	51– 60 éves
	37 675

	61– 70 éves
	34 768

	71– 80 éves
	34 896

	81– 90 éves
	26 040

	91–100 éves
	20 935

	101 éves és idősebb
	30 149

	Összesen
	351 856


5. Egy tanösvényen 20 db ismertető tábla helyezkedik el. Ezek állapotát akarom felmérni, de csak fél órám van erre, így szúrópróbaszerűen kiválasztok 3-at. Ha a 20 tábla közt 5 olyan van, amelyet újra kell festeni, mi az esélye, hogy a véletlenszerűen kiválasztott 3 tábla között lesz olyan, amit újra kell festeni?
III. A minta jellemzői
Egy populációból kiválasztott egyedeket különböző ismérvek szerint jellemezhetjük. 
III.1. Kvalitatív változók jellemzése
Ha kvalitatív ismérv szerint jelemezzük az egyededeket, akkor például megszámolhatjuk, hogy az egyes kategóriákba hány egyed esik. 
Például, egy adott területen lévő növényzet fajösszetételét vizsgáljuk. Az egyes kategóriák gyakoriságából készíthetünk gyakorisági megoszlást. A fajösszetétel jellemzője lehet például a leggyakoribb faj illetve fajok, ami az eloszlás móduszát jelenti. Az egyes kategóriák közötti megoszlást relatív gyakorisággal is jellemezhetjük.
Adatainkat közölhetjük táblázatban vagy különböző típusú diagramokon.
Nominális változók esetén az adatok változékonyságának jellemzésére az un. diverzitási index használható, ami annak a mértéke, hogy ha véletlenszerűen választunk ki két egyedet, mi a valószínűsége, hogy különböző kategóriába esnek.
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ahol n a megfigyelések száma, k a kategóriák száma, fi  az i-dik kategória gyakorisága.
Megjegyzés: Az ökológiában gyakran használják a Shannon-Wiener vagy Shannon-Weaver indexet is a diverzitás jellemzésére. Ennek formulája:
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III.1.1. Feladatok
1. Tekintse az alábbi táblázatot és készítsen megoszlási diagramot a gyakoriság és a relatív gyakoriság alapján, valamint határozza meg a diverzitási mérőszámot.
Lombszint jellemzése egy mintaterületen 

	fajnév
	Egyedszám

	 
	 

	kocsányos tölgy (Quercus robur)
	13

	kocsánytalan tölgy (Q. petraea – pub.)
	40

	csertölgy (Q. cerris)
	8

	fehér eper
	1 

	gyepürózsa
	8 

	egybibés galagonya
	1 

	kökény 
	1 


2. Tekintse az alábbi táblázatot és válaszoljon az alábbi kérdésekre:
a) Kik alkotják a populációt?
b) Sorolja fel a populáció egyedeit jellemző nominális változókat!
c) Készítsen megoszlási diagramot több változó szerint is!
d) Számolja ki a diverzitás indexeket!
[image: image3.emf]Forrás: KSH, 2011
3. Egy tulipánültetvényből véletlenszerűen kiválasztunk 50 szál tulipánt. Ezek közül 12 sárga, 15 piros, 5 fehér, 8 rózsaszín és 10 cirmos. 
a) Készítsen különböző típusú diagramokat a megoszlás jellemzésére!
b) Állapítsa meg a móduszt!
c) Számolja ki a diverzitási indexeket!
III.2. Kvantitatív változók jellemzése
Ha egy populációból kiválasztott egyedekhez valamilyen számszerű mutatót rendelünk, az így kapott adatok (x1, x2, …xn) jellemzésére alkalmazhatunk centrális mutatókat, a szóródást jellemző mutatókat és ha elegendeően nagy számú adatunk van, akkor elkészíthetjük az adatok gyakorisági eloszlását, illetve a relatív gyakorisági eloszlást is, azaz a hisztogramot.
Centrális mutatók
· Középértékek
· Számtani közép:
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· Mértani (geometriai) közép:
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· Harmonikus közép:




· Medián
Ha mintából határozzuk meg, akkor a nagyság szerint rendezett adatoknál a középső adat,ha páratlan elemszámú a minta; illetve a két középső adat átlaga, ha páros elemszámú a minta.
· Módusz
Ha mintából határozzuk meg, akkor a leggyakoribb adat illetve a leggyakoribb kategória. Az adatok nagyság szerinti rendezésénél több helyen is kicsúcsosodhat a gyakoriság (multimodális).
A szóródás jellemzői
· Terjedelem:
 Vesszük a legnagyobb és a legkisebb érték különbségét. 
· 
Kvartilisek:
 A nagyságrendbe állított értékek sorát elemezzük oly módon. hogy az n számú adatot negyedeljük és megállapítjuk, hogy milyen nagyságú (értékű) adat tartozik 
· az alsó negyed felső határához-

ez az alsó kvartilis
· a felező értéket (medián):

ez a középső kvartilis
· a felső negyed alsó határához

ez a felső kvartilis
· Kvantilisek: A rangsorba rendezett mintaadatokat k egyenlő részre osztjuk és az osztópontoknak megfelelő ismérvértékeket megállapítjuk. Ezeket kvantilis értékeknek nevezzük.
· [image: image52.wmf](
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Variancia:  A mintaelemek értékeinek átlagtól vett eltérését négyzetre emeljük, majd átlagoljuk ezen négyzeteket. Az átlagolásnál azonban n helyett (n-1)-gyel osztunk.
· Szórás:

A variancia pozitív négyzetgyökét hívjuk szórásnak.
[image: image53.wmf](
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· Relatív szórás:
A szórásnak az adatok átlagértékéhez viszonyított nagyságát relatív szórásnak vagy szóródási együtthatónak, illetve variációs koefficiensnek nevezzük (százalékban is szokás megadni).
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Hisztogram (empirikus eloszlás) 

Kvantitatív adatokból is készíthetünk gyakorisági eloszlást. Eléggé nagy elemszámú minta szükséges ahhoz, hogy jellemző képet kapjunk. A folytonos jellegű számszerű adatokat osztályközökbe soroljuk és megszámoljuk, hogy hány adat esik az egyes osztályközökbe. Az osztályok szélessége tetszés szerint választható, de ennek függvényében az eloszlás képe eltérő lesz. Célszerű úgy megválasztani az osztályok szélességét, hogy legalább 5 adat tartozzon minden osztályba. Relatív gyakorisági eloszlást is készíthetünk.
Gyakorta alkalmazott jellemzés a kumulatív (összegzett) gyakorisági eloszlás is.
Ha adataink eleve gyakorisági eloszlás formájában állnak rendelkezésre, szükséges lehet ezekből meghatározni a centrális és szóródási mutatókat. Ebben az esetben minden adatot a megfelelő osztály osztályközepe képvisel.
y1, y2, ………,yk az osztályközepek és f1, f2, ….……,fk  a megfelelő gyakoriságok.
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III.2.1. Feladatok
1. Egy halastóban 5 helyen mértek vízhőmérsékletet. A következő értékeket kapták oC-ban: 17,5; 16,9; 17,2; 15,8; 16,5
Adja meg az átlagot, a mediánt, a terjedelmet, a varianciát és a szórást!
2. 10 petúnia hajtás hosszát mérték meg a kelés utáni 10-dik napon. Az adatok cm-ben a következők: 10,2; 13,5; 14,2; 11,5; 12,1; 13,1; 11,8; 12,4; 13,9; 14,1. 
Adja meg az átlagot, a mediánt, a terjedelmet, a varianciát és a szórást!
3. 40 szem sárgabarackot szedtek le egy fáról és megmérték a tömegüket. Az adatok dkg-ban a következők.
12,2; 12,9; 11,8; 11,9; 11,6; 11,1; 12,3; 12,2; 11,8; 11,8;
10,7; 11,5; 11,3; 11,2; 11,6; 11,9; 13,3; 11,2; 10,5; 11,1;
12,1; 11,9; 10,4; 10,7; 10,8; 11,0; 11,9; 10,2; 10,9; 11,6;
10,8; 11,6; 10,4; 10,7; 12,0; 12,4; 11,7; 11,8; 11,3; 11,1.

Adja meg az átlagot, a mediánt, a terjedelmet, a varianciát és a szórást!
Készítsen az adatokból hisztogramot és ennek alapján is számítsa ki az átlagot valamint a szórást és adja meg a móduszt is! Hasonlítsa össze az így kapott értékeket, az eredeti adatokból kapott értékekkel! Mit tapasztal?
4. Egy tehenészetben az egyes tehenek által adott tej zsírtartalmát határozták meg %-ban. 120 tehént vontak be a vizsgálatba. Az alábbi adatokat kapták:
	4,32
	4,24
	4,29
	4,00
	3,96
	4,48
	3,89
	4,02
	3,74
	4,42

	4,20
	3,87
	4,10
	4,00
	4,33
	3,81
	4,33
	4,16
	3,88
	4,81

	4,23
	4,67
	3,74
	4,25
	4,28
	4,03
	4,42
	4,09
	4,15
	4,29

	4,27
	4,38
	4,49
	4,05
	3,97
	4,32
	4,67
	4,11
	4,24
	5,00

	4,60
	4,38
	3,72
	3,99
	4,00
	4,46
	4,82
	3,91
	4,71
	3,96

	3,66
	4,1
	4,38
	4,16
	3,77
	4,40
	4,06
	4,08
	3,66
	4,70

	3,97
	3,97
	4,20
	4,41
	4,31
	3,70
	3,83
	4,24
	4,30
	4,17

	3,97
	4,20
	4,51
	3,86
	4,36
	4,18
	4,24
	4,05
	4,05
	3,56

	3,94
	3,89
	4,58
	3,99
	4,17
	3,82
	3,70
	4,33
	4,06
	3,89

	4,07
	3,58
	3,93
	4,20
	3,89
	4,6
	4,38
	4,14
	4,66
	3,97

	4,22
	3,47
	3,92
	4,91
	3,95
	4,38
	4,12
	4,52
	4,35
	3,91

	4,10
	4,09
	4,09
	4,34
	4,09
	4,88
	4,28
	3,98
	3,86
	4,58


a) Adja meg az átlagot, a mediánt, a terjedelmet, a varianciát és a szórást!
b) Készítsen az adatokból hisztogramot és ennek alapján is számítsa ki az átlagot valamint a szórást és adja meg a móduszt is! 
c) Hasonlítsa össze az így kapott értékeket, az eredeti adatokból kapott értékekkel. Mit tapasztal!
IV. A populáció jellemzői:  Elméleti eloszlások
Egy véletlen (valószínűségi) változó elméleti eloszlásához
· vagy logikai úton jutunk el (pl. kombinatorikai meggondolások segítségével);
· vagy a nagyszámú megfigyelés alapján készített hisztogramra egy függvényt illesztünk.
Ha a valószínűségi változó csak egymástól jól elkülöníthető értékeket vehet fel (pl. természetes számokat), akkor diszkrétnek nevezzük. Ha valószínűségi változó egy intervallum bármely értékét felveheti, akkor folytonosnak nevezzük.
Valószínűségi változók jellemzése
· Valószínűségi megoszlással (sűrűségfüggvény);
· Eloszlásfüggvénnyel (kumulatív valószínűségi eloszlás);
· Várható értékkel (elméleti középérték);
· Szórással (elméleti szórás).
IV. 1.  Nevezetes diszkrét eloszlások
Binomiális eloszlás 
Megfigyeléseket végzünk egy adott A esemény bekövetkezésére vonatkozóan.
· A megfigyelésünk kétféle eredményt adhat: 
· az A esemény bekövetkezik, vagy nem következik be. 
· n számú (egymástól független) megfigyelést végzünk.
· Az A esemény valószínűsége minden egyes kísérletnél: p.
· Annak a valószínűsége tehát, hogy az adott kísérletnél az A esemény nem következik be: 1-p.
· A ξ valószínűségi változó: n megfigyelésből az A esemény  bekövetkezésének száma (gyakorisága, k). 
· ξ lehetséges értékei: 0, 1, 2..n
Az eloszlás a k különböző értékeihez tartozó valószínűségeket adja meg.
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· A binomiális eloszlásban az n és a p un. paraméterek: n a minta elemszáma, a megfigyelések száma; p a megfigyelt esemény valószínűsége
· várható értéke(elméleti középérték): 
M(x)= np
· [image: image60.wmf](
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 varianciája: 




D2(x)=np(1-p)=npq.
·  szórása: 




D(x)= 
Hipergeometrikus eloszlás
Ha nem túlságosan nagyszámú az alapsokaságunk és ismétlés nélküli mintavételt alkalmazunk, akkor a mintánkban lévő adott tulajdonságú elemek számát un. hipergeometrikus eloszlással számíthatjuk ki.
· N elem között S rendelkezik egy adott tulajdonsággal. 
· Az adott tulajdonságú elem kiválasztásának valószínűsége a minta első elemének választásánál: p=S/N 
· N elemből választottunk ki n számú elemet. 
· A ξ valószínűségi változó: azon elemek száma, melyek rendelkeznek az adott tulajdonsággal (k). 
· ξ lehetséges értékei: 0, 1, 2…min{n,S}.
Annak a valószínűsége, hogy a kiválasztott n elemből pontosan k számú elem rendelkezik az adott tulajdonsággal:
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· A hipergeometrikus eloszlás paraméterei:  N, S, n
· Várható értéke:  M(ξ)= np  
(ahol p=S/N)
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· Varianciája: 
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· Szórása:


Poisson eloszlás
· A ritka események valószínűségi eloszlása. A feltételek megegyeznek a binomiális eloszláséval.
· Tekinthető a binomiális eloszlás speciális határértékének, amikor is n (a megfigyelések száma) nagyon nagy és p=P(A) nagyon kicsi.
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Ahol np=l 
· Várható értéke: 
M(ξ)=l
· [image: image65.wmf](
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Varianciája: 
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· Szórása: 


· Megjegyzés: Ha a populáció egyedszáma (N) nagyon nagy és a minta elemszáma (n) ehhez képest nem túl nagy, akkor visszatevés nélküli mintavétel esetén- melyre a hipergeometrikus eloszlás jellemző- is jó közelítéssel alkalmazható a binomiális eloszlás.
IV.1.1. Feladatok
1. 30 róka él a környező erdőben, közülük 6 tépett fülű. Egy adott napon addig járom az erdőt, míg 5 rókát figyelhetek meg (lehet, hogy ugyanazt többször is). Mi a valószínűsége, hogy közülük 2 lesz tépett fülű?
2. Egy növényállomány 20% beteg. Véletlenszerűen kiválasztva 10 egyedet, mi a valószínűsge, hogy legfeljebb 3 lesz köztük beteg?
3. Júniusban az esős nap valószínűsége a sokéves megfigyelések alapján 0,4. Az egyhetes nyaralás időpontját már márciusban le kell foglalni. Mi az esélye, hogy legfeljebb két esős nap lesz a nyaralás alatt?
4. Egy vetőmag csírázási képességéről tudjuk, hogy 100 000 magból átlagosan 
85 000 kel ki. Ha 20 magot ültetek el, 
a) mi a valószínűsége, hogy mind kikel?
b) a 20 elvetett magból kikelő magok számát tekintve valószínűségi változónak, adja meg az eloszlást, a várható értéket és a szórást.
5. 30 szem alma közül 10 kukacos. Visszatevéses mintavételt alkalmazva 5-ször választok egy-egy almát. Mi az esélye, hogy 2-nél többször találok kukacos almát?
6. Ha az előbbi feladatnál visszatevés nélküli mintavétel alkalmazok, akkor mi az esélye, hogy
a) az 5 kiválasztott alma mindegyike kukacmentes;
b) pontosan 2 kukacos almát választok;
c) a kukacos almák száma 3 vagy 4?
7. Egy dobozban 12 golyó van, ebből 5 piros. Véletlenszerűen 3 golyót kiveszünk. A valószínűségi változó értéke a kivett golyók között levő pirosak száma. Adja meg a valószínűségi változó eloszlását, várható értékét és szórását!
8. Egy tantárgyból 22 vizsgatétel van, ebből 3-t kell húzni a vizsgán. Ha megtanulsz 17 tételt, mennyi az esélye, hogy legalább két tételt tudsz a vizsgán, és átengednek?
9. Egy növény magvainak száma Poisson eloszlású a talajban és egy négyzetméterre átlagosan 0,8 mag jut. Mekkora az esélye, hogy 4 m2-en egyet sem találunk?
10. A sertéspestis megbetegedés valószínűsége 0,001. Egy telepen 800 sertést tartanak. Mi a valószínűsége, hogy közülük legfelejebb 2 betegszik meg?
11. Az egyhetes szafarin a turisták átlagosan 5 oroszlánt látnak. Ha valaki csak egynapos szafarira megy mi a valószínűsége, hogy legalább két oroszlánt fog látni?
IV.2. Nevezetes folytonos eloszlások
· Egyenletes eloszlás
· A valószínűségi változó az [a,b] intervallum valamennyi azonos hosszúságú részintervallumába azonos eséllyel eshet.
· Paraméterek: a és b
· Sűrűségfüggvénye:
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· Eloszlásfüggvénye:
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· Várható értéke:  
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· Varianciája: 
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· Szórása:
Exponenciális eloszlás
Rendszerint egy véletlen esemény bekövetkeztéig eltelő időtartam, mint valószínűségi változó exponenciális eloszlású.
· Paramétere: λ
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· Sűrűségfüggvénye:
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· Eloszlásfüggvénye:
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Várható értéke: 
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· Varianciája: 
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· Szórása:
Normális eloszlás
A valószínűségi változó eloszlása normális, ha sűrűségfüggvénye szimmetrikus haranggörbe.
· Paraméterei: m, σ
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· Sűrűségfüggvénye:
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· Eloszlásfüggvénye:
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Várható értéke: 
· Varianciája:  
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· Szórása: 
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A standard normális eloszlás: Azt a normális eloszlást, melynek várható értéke 0, a szórása pedig 1, standard normális eloszlásnak nevezzük. Megkülönböztetésül görög betűket használunk, a sűrűségfüggvényét 
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Standardizálás: 
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 transzformációt standardizálásnak nevezzük.
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A binomiális és normális eloszlás kapcsolata (de Moivre-Laplace tétel)
Ha n értéke elég nagy, az (n,p)  paraméterű binomiális eloszlásfüggvény közel van az m=np, 
[image: image13.wmf](
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 paraméterű normális eloszlás eloszlásfüggvényéhez. 
IV.2.1. Feladatok
Az alábbi feladatokban a nevezetes eloszlás típusa (ha nincs megadva) meggondolandó!
1. Egy 50 méteres öntözőcső valahol kilukadt. További használat úgy lehetséges, ha levágjuk a cső végétől a lukig terjedő szakaszt. Mi az esélye, hogy megmarad legalább 30 méter hosszú öntözőcső?
2. Egy vegyszerszállítmány érkezése délután 3 óra és 6 óra között bármely időpontban várható. A munkaidő délután 4 óráig tart. 
a) Mi az esélye, hogy a dolgozóknak nem kell túlórázniuk, hogy fogadni tudják a szállítmányt?
b) Mi az esélye, hogy 4 és 5 óra között fog megérkezni?
3. Egy traktoralkatrész átlagosan 1000 munkaórát bír ki meghibásodás nélkül. Mi a valószínűsége, hogy az általam használt traktorban 
a) kevesebb, mint 5000 órát fog működni?
b) több mint 12 000 órát is kibír meghibásodás nélkül?
4. Egy mezőgazdasági szaktanácsadóhoz, akinek munkaideje reggel 7 és délután 5 között van, naponta átlagosan 15 gazda fordul tanácsért. Mi a valószínűsége, hogy két gazda érkezése között legfeljebb 2 óra telik el?
5. Egy konzervgyárban adagolóautomata tölti a dobozokba zöldborsót. Az egy dobozba töltendő borsó tömegének várható értékére az előírás 350 g. A gép szórása 10 g. A töltőtömeg normális eloszlású. A dobozok hány százalékába kerül 330 g-nál kevesebb borsó?
6. Egy sertéstelepen a három hónapos malacok átlagos tömege 35 kg, normális eloszlású 6 kg szórással. Véletlenszerűen kiválasztva egy malacot, mi az esélye, hogy annak tömege 36 és 37 kg közé fog esni?
7. Egy farmon a tojások átlagos tömege 25 g. A 28 g-nál nagyobb tojások nem piacképesek, mert nem férnek be a tartóba. Ha szórás 5 g, a tojások hány százaléke lesz méreten felüli?
8. Egy növényállomány átlagos magassága 74 cm. Az állomány 10 %-a azonban 80 cm-nél magasabb. 
a) Mekkora a szórás?
b) Hány cm-nél alacsonyabb az állomány alsó 10%-a?
9. Az eladásra szánt pulykák átlagos tömege 12 kg, a szórása 2,5 kg. Hány kg alatti az állomány alsó 5%-a és hány kg feletti az állomány fölső 5%-a?
10. Egy burgonyaszállítmányban a gumók 5%-a vírusos. Egy 100 kg-os zsákban átlagosan 800 szem burgonya van. Mi a valószínűsége, hogy egy zsákban a vírusos burgonyaszemek száma legalább 30, de kevesebb, mint 45?
11. Egy tejelő tehenészetben egy tehén évente átlagosan 5400 l tejet ad. 220 l szórással. A tejhozam normális eloszlású. Milyen határok közé esik a tehenek középső 95%-nak tejhozama.
12. Egy egyenletes eloszlású valószínűségi változó várható értéke 15, szórása 
[image: image14.wmf]3
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. Mi a valószínűsége, hogy a váltózó értéke 14-nél kevesebb lesz?
13. A torkosborz élettartama exponenciális eloszlású, átlagos életidejük 4 év. 
a) Az egyedek hány százaléka éri meg a 3 évet? 
b) Az egyedek hány százaléka éri meg a 4 évet? 
c) A két éves egyedek hány százaléka éri meg a 4 évet? 
d) 0 éves egyedekből kiindulva várhatóan hány év múlva következik be az, hogy éppen a fele van életben? 
V. A populáció jellemzőinek becslése minta alapján
Jelölések:
	A populáció paraméterei 
	A minta statisztikái 

	N: A populáció egyedeinek száma 
	n: A minta elemek száma

	Ni: Az i-dik populáció egyedeinek száma 
	ni: Az i-dik minta elemeinek száma 

	P: adott tulajdonságú elemek aránya a populációban 
	p: Adott tulajdonságú elemek aránya a mintában 

	Pi: Adott tulajdonságú elemek aránya az i-dik populációban 
	pi: Adott tulajdonságú elemek aránya az i-dik mintában 

	μ: A populáció középértéke 
	
[image: image15.wmf]x

: A minta középértéke 

	μi: Az i-dik populáció átlaga 
	
[image: image16.wmf]i
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: Az i-dik minta átlaga 

	σ: A populáció szórása 
	s: A minta szórása 

	σp: A p (mintabeli arányok) szórása 
	SEp: A  p standard hibája 

	
[image: image17.wmf]x
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: A mintaátlagok szórása 
	
[image: image18.wmf]x

SE

: A mintaátlagok standard hibája 


Pontbecslés: A minta megfelelő statisztikáját elfogadjuk a populáció megfelelő paraméterének.
Intervallumbecslés: Egy intervallumot adunk meg, melyről nagy bizonyossággal az a véleményünk, hogy tartalmazza a populáció megfelelő paraméterét (konfidencia intervallum).
A becslésekhez a normális eloszlásból származtatatható statisztikai eloszlásokat fogjuk felhasználni. Ennek hátterét az un. központi határeloszlás tétele adja meg, mely szerint:
Független valószínűségi változók összege (így az átlaga is) aszimptotikusan (végtelen sokszor veszek mintát) normál eloszlású.
Következmény:
· A mintaátlagok normális eloszlásúak.
· A mintaátlagok várható értéke megegyezik a populáció várható értékével: μ
· A mintaátlagok szórása: 
[image: image19.wmf]n
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, ahol σ a populáció szórása, n pedig a minta elemszáma.
V.1. A normális eloszlásból származtatott statisztikai eloszlások
Standard normális eloszlás
Egy ismert várhatóértékű (µ) és szórású (σ) normális eloszlásból vett véletlenszerű minta empirikus várható értékével (
[image: image20.wmf]x

) számított z paraméter
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standard normális eloszlást követ. 
Student féle t-eloszlás
Ha a szórást nem ismerjük, és a mintából becsüljük meg a korrigált empirikus szórás (s) segítségével. 
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Az így számított statisztika az un. Student féle t-eloszlást követi. Gossett (Student) kimutatta, hogy a t-eloszlás hasonlít a standard normális eloszláshoz, de egy kissé szélesebb eloszlást mutat, azaz kevésbé „csúcsos”, és az eloszlás alakja függ a minta méretétől, egészen pontosan (n-1)-től, a minta szabadsági fokától. A t-eloszlás szimmetrikus és a szabadsági fok növelésével egyre inkább megközelíti a standard normális eloszlást.
Khi-négyzet (χ2) eloszlás
Tételezzük fel, hogy µ várható értékű és σ szórású normális eloszlású valószínűségi változóból veszünk egy n elemű mintát. A mintaelemeket standard normális eloszlású valószínűségi változóvá transzformáljuk az ismert képlet alapján:
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Minden z értéket négyzetre emelünk, és a négyzeteket összeadjuk. A z2-ek összege n-1 szabadságfokú khi-négyzet eloszlást fog követni. Általánosságban tehát a
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F eloszlás
Két khi-négyzet eloszlású valószínűségi változó hányadosa un. F (Fisher) eloszlást követ.
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A szabadsági fokok: a számlálóra n1-1; a nevezőre n2-1.
[image: image28.jpg]1,277
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Az F eloszlás sűrűségfüggvénye különböző szabadsági fokok esetén.
V.2. Becslés konfidencia intervallummal
A konfidencia intervallum három részből áll:
· a megbízhatósági (konfidencia) szint (leggyakrabban 90%, 95% 99%);
· a mintából számított statisztika (átlag, szórás vagy arány);
· a hibahatár (kritikus érték * a statisztika szórása, 



      kritikus érték* statisztika standard hibája).
A kritikus érték kifejezhető , 
· mint t-érték  (a t eloszlásból) vagy 
· mint z-érték (a standard normális eloszlásból) illetve
· χ2 –érték ( a khi-négyzet eloszlásból).
A kritikus érték megtalálásához a következő lépéseket kell tenni:
· Meghatározzuk (alfa)α (szignifikancia szint) értékét: 1-konfidencia szint/100. 
· Meghatározzuk a kritikus valószínűséget (p*):  p* = 1 - α/2 .
· Ha z-értékként határoztuk meg, 
· megkeressük, hogy a standard normál eloszlás eloszlásfüggvényben a kritikus p*-hoz mely z érték tartozik.
· Ha t-értékként határoztuk meg a kritikus értéket:
· Meghatározzuk a szabadsági fokot (df). (minta elemszáma-1). 
· A kritikus t-érték (t*) az adott szabadsági foknak megfelelő t-eloszlás eloszlásfüggvénye alapján a p* valószínűséghez tartozó t érték lesz. 
· Ha χ2 –értékként határoztuk meg a kritikus értéket
· Meghatározzuk a szabadsági fokot (df). (minta elemszáma-1). 
· Meghatározzuk az p1*=α/2 valamint az p2*=1- α/2 valószínűségekhez tartozó kritikus χ2 értékeket.
A populáció középértékének (μ) becslése konfidencia intervallummal, ha ismerjük a populáció elméleti szórását (σ)
A becslő függvény: z eloszlás (standard normál eloszlás)
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A populáció középértékének (μ) becslése konfidencia intervallummal, ha nem ismerjük az elméleti szórást, de a minta elemszáma elég nagy (n > 30)
A becslő függvény:  z eloszlás (standard normál eloszlás)
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A kritikus z értéke attól függ, hogy milyen bizonyossággal kívánom meghatározni a konfidencia intervallumot. 99%-nál: z=2,58; 95%-nál: z=1,96; 90%-nál: z=1,65
A populáció középértékének (μ) becslése konfidencia intervallummal, ha nem ismerjük az elméleti szórást, és a minta elemszáma kicsi (n <30)
A becslő függvény: t eloszlás
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t értéke a szabadsági foktól és attól függ, hogy milyen bizonyossággal kívánom meghatározni a konfidencia intervallumot. (A megfelelő értékek táblázatból kereshetők ki, vagy az Excell függvények közül az Inverz.T használható.)
A normális eloszlású populáció szórásának (σ) becslése konfidencia intervallummal
A becslést a varianciára (σ2) végezzük
A becslő függvény: khi-négyzet eloszlás
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Szabadsági fok: n-1
Mivel a khi-négyzet eloszlás nem szimmetrikus, a konfidencia intervallum sem lesz szimmetrikus σ2-re.
A σ2 konfidencia intervallum két végpontja:
Az alsó hibahatár: 
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A felső hibahatár: 
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A szórás (σ) konfidencia intervallumát ezekből gyökvonással kapjuk.
A sokasági arány becslése konfidencia intervallummal 
A mintabeli arány p=k/n
a k binomiális eloszlású valószínűségi változó




A k/n is binomiális eloszlású
Ha elég nagy a minta, és p és (1 – p) nem túl kicsi, akkor 
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)

2

0

2

0

0

,

P

P

,

s

<

s

<

m

<

m







Standard normális eloszlású változó
Konfidencia intervallum: 
[image: image32.wmf](
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A szükséges mintanagyság meghatározása
Gyakran előfordul, hogy becslésünket megadott hibahatáron (Δ) belül kívánjuk elvégezni.
Független (visszatevéses) mintavételt feltételezve a szükséges mintanagyság:
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illetve
Ahol σ a kérdéses paraméter elméleti szórása, s a kérdéses paraméter empirikus szórása.
Ez alkalmazható akkor is, ha visszatevés nélküli a mintavétel, de a minta mérete elenyésző a populáció nagyságához képest.
Ha azonban a minta elemszáma összevethető nagyságrendű a populáció nagyságával
 (n> 0,1N); akkor adott hibahatárhoz szükséges minta elemszám:
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iletve
Megjegyzés: Ha nem ismerjük a populáció elméleti szórását, akkor szükséges egy előzetes minta, amiből az empirikus szórást meghatározzuk.
V.2.1. Feladatok:
1. Egy statisztikai minta elemei a következők: 2, 3, 3, 4, 4, 5, 7, 8.
a) Számítsuk ki és értelmezzük a minta alapstatisztikáit!
b) Adjunk 95%-os megbízhatósági szintű konfidenciaintervallumot a várható értékre!
c) Hasonlítsuk össze az eredményt a 99%-os megbízhatósági szintű konfidenciaintervallummal!
d) Adjunk 95%-os megbízhatósági szintű konfidenciaintervallumot a várható értékre, ha az alapsokaság szórása 2 egység!
e) Hány elemű mintát vegyünk, ha az átlagot 95% megbízhatósággal legfeljebb 1 egység hibahatárral akarjuk becsülni?
2. Pácolt sonka víztartalmát vizsgálták 9 elemű minta alapján, és a következő megfigyeléseket kapták (az adatok tömegarányban mutatják meg a víztartalmat):
0,672; 0,645; 0,652; 0,628; 0,694; 0,687; 0,657; 0,636; 0,669
a) Számítsa ki a minta alapstatisztikáit! Mennyi a korrigált tapasztalati szórás, illetve szórásnégyzet értéke? Mekkora a minta terjedelme?
b) Normális eloszlást feltételezve adjon 90%-os megbízhatóságú szintű konfidenciaintervallumot a víztartalom várható értékére, valamint az alapsokaság szórására.
c) Normális eloszlást és 0,03-os elméleti szórást feltételezve adjon 90%-os megbízhatóságú szintű konfidenciaintervallumot a víztartalom várható értékére!
3. Egy m = 
[image: image33.emf]várható értékű és 
[image: image34.emf] varianciájú normális eloszlásból 9 elemű mintát veszünk. Számítsuk ki, milyen szimmetrikus intervallumban lesz 95 % valószínűséggel a minta átlagértéke!
4. Számítsuk ki, hogy az előző példa szerinti minta korrigált tapasztalati szórásnégyzete milyen alsó és fölső határ közé esik 95 %-os szimmetrikus valószínűséggel!
5. Egy normális eloszlásból vett 9 elemű minta elemeinek átlagértéke 
[image: image35.emf], szórásnégyzete 
[image: image36.emf]. Milyen konfidencia intervallumban van 95 %-os valószínűséggel a populáció  várható értéke és valódi szórása?
6. Egy automata csővágógép 1200 mm-es darabok levágására van beállítva. A levágott cső hossza véletlentől függő változó, amiről tudjuk, hogy normális eloszlású. Kiválasztunk 16 legyártott csövet. Ezek méretei mm-ben:  
1199, 1198, 1203, 1195, 1195, 1196, 1205, 1198, 1203, 1196, 1195, 1198, 1200, 1198, 1199, 1200. 
a) Régebbi adatfelvételekből tudjuk, hogy a csőhossz szórása 3 mm. Adjunk 95%-os konfidenciaintervallumot a csőhossz várható értékére! 
b) Ha nem tudnánk, hogy a csőhossz szórása 3 mm, akkor mi lenne a 95%-os konfidenciaintervallum?
c) Hány elemű mintát vegyünk, ha a várható értéket 1 mm-en belül kívánjuk becsülni.
7. . Egy oldat koncentrációjának meghatározására 5 titrálást végeztek. A következő eredményeket kapták:
4.83,  4.93,  5.13,  5.33,  5.05,  
a) Adjon 99%-os megbízhatósági intervallumot az igazi koncentrációra!
b) Adja meg azt a határt, amelyet a mérési módszer varianciája 95% valószínűséggel nem halad meg!
8. Zacskóba töltött fűszer névleges tömege 12 g. Ha az ellenőrzési előírás szerint 7 zacskó tartalmának tömegét kell megmérni, milyen határok között kell lennie a 7 adat átlagának és szórásnégyzetének 95% valószínűséggel?
9. Egy kérdőíves felmérésben 30 000 embert kérdeztek meg, hogy szeretik-e a csokifagylaltot. A válaszadók 42,5 %-a válaszolt igennel. Adjunk 95 %-os konfidencia szinten becslést a csokifagylalt kedvelők valódi arányára.
10. A pirosszárnyú keszegek arányát kívánják meghatározni a Balatonban. 100 kifogott keszegből 25 volt pirosszárnyú. 
a) Adjon 95% megbízhatóságú konfidencia intervallumot a pirosszárnyú keszegek valódi arányára.
b) Hány keszeget kellene kifogni, hogy a valódi arányt 2% pontossággal (95% megbízhatósági szinten) becsülhessük?
VI. Hipotézis vizsgálatok
VI.1. Egymintás próbák
A populációra, annak paramétereire vonatkozóan van valamilyen hipotézisünk, melyet a minta alapján szeretnénk igazolni vagy cáfolni. 
Kérdés: A minta származhat-e adott paraméterű (μ0 ; σ0; P0 ) normális eloszlásból?
Válaszunkat egy próbafüggvény értéke alapján hozzuk meg bizonyos megbízhatósági (p), illetve szignifikancia (α=1-p) szinten.
Próba-függvény: Olyan függvény, amely a mintaelemek értékéhez egy ismert eloszlású értéket (valószínűségi változót) rendel. 
· Null-hipotézis   H0
· [image: image94.wmf](
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Ellen-hipotézis (alternatív hipotézis)  H1
A null-hipotézis (H0) mindig egyenlőség (nincs különbség) 
[image: image95.wmf]2
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Ha az alternatív hipotézis (H1): 
· nem egyenlő 
kétoldali próbával vizsgáljuk
· [image: image96.wmf](
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· [image: image97.wmf]2
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kisebb
baloldali próba
Elfogadási tartomány: ha a null-hipotézis helytálló, akkor (adott megbízhatósági szinten) a próbafüggvény értéke ebbe a tartományba esik.  
Ha a próbafüggvény értéke ide esik, akkor H0-t nem utasítjuk el.
Elutasítási (kritikus tartomány): ha a próbafüggvény értéke ide esik, a null-hipotézist el kell vetnünk.
Kritikus érték: az elfogadási és az elutasítási tartományt elválasztó érték (az elutasítási tartomány részének tekintjük).
Az átlagra vonatkozó hipotézis-ellenőrzés próbafüggvényei
[image: image98.wmf](
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Feltétel: az alapsokaság normális eloszlású.
Ha ismerjük az alapsokaság szórását (σ): 
standard normális eloszlás
[image: image99.wmf]2
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Ha nem ismerjük az alapsokaság szórását :
t-eloszlás, df: (n-1) 
[image: image100.wmf](
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Ha a minta elemszáma elég nagy (n>30) 
standard normális eloszlás
Sokasági arányra vonatkozó hipotézis ellenőrzés próbafüggvényei
Ha kisminta, akkor: binomiális eloszlás
Ha elég nagy a minta, és p és (1 – p) nem túl kicsi, akkor 
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standard normális eloszlás
Az alapsokaság szórására vonatkozó hipotézis próbafüggvénye:
[image: image102.wmf](
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Khi-négyzet eloszlás
A statisztikai próba lépései és általános logikája
a) A hipotézisek: H0 és H1 felállítása 
b) A szignifikancia szint, α megválasztása
c) Próba-függvény megválasztása és kiszámítása
d) A kritikus érték(ek) meghatározása, és ezzel az elfogadási és elutasítási tartomány meghatározása adott  α  szignifikancia-szinten
e) Ennek alapján döntés a hipotézisekről.  
Logika: 
Ha a H0-hipotézis igaz, akkor 1-α valószínűséggel a próbafüggvény értékének az elfogadási tartományba kell esnie.
· Ha odaesik, nincs okunk kétségbe vonni a H0-hipotézist.
·  Ha nem esik bele, akkor viszont elutasítjuk a H0-hipotézist és az alternatíváját fogadjuk el.   
[image: image103.wmf]Y

Elkövethető hibák: 
VI.1.1. Feladatok
Az alábbi feladatok mindegyikénél írja fel a null-hipotézist (H0), az alternatív hipotézist (H1), a szignfikancia szintet (α); a próbafüggvényt, ennek számított és a kritikus értékét vagy értékeit. A null-hipotézis elfogadására illetve elutasítására vonatkozó következtetését. Szavakkal is fogalmazza meg, mit jelent az adott feladatban ez a következtetés.
1. Egy automata gépsor lisztet csomagol, szabvány szerint 100 dkg-os tömeggel és 3 dkg-os szórással. Az automata ellenőrzésére 36 db-os véletlen mintát vettek. A lemért liszteszacskók átlagos tömege 98 dkg volt. Feltételezhető, hogy a gép által töltött lisztes zacskók töltési tömege normális eloszlást követ. Ellenőrizzük 5%-os szignifikanciaszinten, hogy a gép a szabványnak megfelelően csomagol-e!
2. Elfogadhatjuk-e 5% szignifikancia szinten, hogy az alábbi 9 elemű minta egy μ=25, σ= 2,4 paraméterekkel rendelkező normális eloszlásból származik?
Minta: 23,8; 25,4; 24,9, 27,2; 26,1; 23,1; 24,9; 25,7; 18,1
3. Egy komponens koncentrációja egy termékben legalább 5 % kell legyen. Az ellenőrzés során a következőket mérték:  4.90,  4.95,  5.00. Kijelenthetik-e 0.05-os szignifikancia-szinten, hogy a termék megfelel az előírásnak
4. Egy sertéstelepen megmérték 10 újszülött malac súlyát. A mintába került 10 malac súlya (g): 255, 242, 245, 253, 249, 251, 250, 255, 245, 246. 
Ellenőrizzük 10%-os szignifikancia szinten, hogy a malacok súlyának várható értéke 250 gramm.
5. Egy automata kávé granulátumot tölt üvegekbe 1 g szórással. Az automata pontosságának ellenőrzésére 16 mérést végeztek: A mérési eredmények a következők (g): 50, 56, 54, 57, 54, 55, 55, 55, 57, 55, 56, 57, 56, 54, 54, 55. (normális eloszlást feltételezünk). Hány elemű mintát kell választani ahhoz, hogy az átlagbecslés pontosságát kétszeresére növeljük 95%-os megbízhatósággal?
6. 40 szem sárgabarackot szedtek le egy fáról és megmérték a tömegüket. Az adatok dkg-ban a következők:
12,2; 12,9; 11,8; 11,9; 11,6; 11,1; 12,3; 12,2; 11,8; 11,8; 
10,7; 11,5; 11,3; 11,2; 11,6; 11,9; 13,3; 11,2; 10,5; 11,1;
12,1; 11,9; 10,4; 10,7; 10,8; 11,0; 11,9; 10,2; 10,9; 11,6;
10,8; 11,6; 10,4; 10,7; 12,0; 12,4; 11,7; 11,8; 11,3; 11,1.
Elfogadhatjuk-e 1%-os szignifikancia szinten, hogy a sárgabarackok átlagos tömege több mint 11 dkg, szórásuk pedig nagyobb 1 dkg-nál?
7. Tudjuk, hogy a háziegér egy adott csontja átlagosan 1,40 cm hosszú. Bagolyköpetben 6 darabot találtak ebből a csontból. Hosszuk átlaga 1,21 cm, szórása 0,44. Elfogadhatjuk-e 5%-os szignifikanciaszinten, hogy a baglyok által elfogyasztott egerek csontjának hossza nem különbözik az egérpopulációban talált átlagos hossztól? Határozzuk meg a bagolyköpetben talált csontok hosszának átlagára vonatkozó 95% és 99% megbízhatóságú konfidenciaintervallumot!
8. Egy légitársaság azt állítja, hogy járatai nagy pontossággal érkeznek, azaz  az érkezési idő szórása nem több 10 percnél. Ellenőrizendő ezt az álítást, 22 járatot vizsgáltak meg és úgy találták, hogy a szórás 21 perc volt. Elfogadhatjuk-e a légitársaság kijelentését 5% szignifikancia szinten?
9. Egy vetőmagforgalmazó céghez panaszok érkeztek, hogy az elvben 25 dkg-os 
(1 dkg-os szórású) csomagok súlya kisebb, szórása nagyobb az előírtnál. A fogyasztók érdekvédelmi egyesülete 144 csomagból álló reprezentatív mintát vizsgálva 24 dkg-os átlagot mért, 2 dkg-os korrigált szórással. 
a) Döntsük el 10%-os szignifikancia szinten, hogy a fogyasztók panaszai jogosak-e, vagy sem! 
b) Változna-e a döntésünk, ugyanezen a szignifikancia szinten, ha az adataink 225 db-os mintából származnának?
10. Amerikában egy teljes körű, több éves felmérés kimutatta, hogy az egyetemi hallgatók hetente átlagosan 7,5 órát töltenek szórakozással, a szórás 3,5 óra volt. Az egyik amerikai egyetemen kételkednek a felmérésben és ellenőrizni kívánják ezt az eredményt. 100 hallgatót kérdeztek meg, és azt kapták, hogy a hallgatóik átlagosan 6,6 órát töltenek szórakozással, a mintabeli szórás 3,6 óra volt. Kérdés: 95%-os szignifikancia szinten elfogadható-e, hogy az adott egyetem hallgatóira igaz a több éves felmérés eredménye?
11. Pasztőrtej mezofil aerob élősejtszámának szórása (lg N értékekből) 100 mintaelemből számítva: s = 0.206. Előzetes felmérések alapján a gyártósorra jellemző szórás 
 = 0.190. Döntsünk 5%-os szignifikancia szinten, hogy megváltozott-e a szórás.
12. Egy adott kukorica hibrid átlagos ezerszemtömege 300 g, szórása 15 g. Egy új technológia bevezetésénél kívánatos, hogy a szórás csökkenjen. 10 kísérleti parcellán az alábbi adatokat mérték (g): 295, 301, 305, 284, 310, 305, 297, 305, 302, 289. Állíthatjuk-e 95% bizonyossággal, hogy az új technológia megfelel a kívánalomnak?
13. Egy repülőtéren 100 véletlenszerűen kiválasztott utas közül 44 nő volt. Döntsünk 10%-os szignifikancia szinten arról, hogy valóban több-e a férfi utas!
14. Országos átlagban a búzatermés 65%-a A minősítést kapott. Zala megyében 55 búzatermesztő által termelt búzák 57%-volt A minősítésű. Különbözik-e 5% szignifikancia szinten a zala-megyei búzatermés minősége az országos átlagtól?
15. 10 évvel ezelőtt a Balatonban a keszegek 58%-volt pirosszárnyú. Az idén kifogott 250 keszegből 170 volt pirosszárnyú. Változott-e a pirosszárnyú keszegek aránya 5% szignifikancia szinten?
16. Egy mezőgazdasági gépeket gyártó vállalat állítása, hogy az általa gyártott öntözőberendezések 5%-át kell a garanciális időn belül javítani. Véletlenszerűen kiválasztott 70 gazda közül 6 olyan volt, akinek az öntözőberendezését javítani kellet a garanciális időn belül. Elfogadható-e a gyártó állítása 5 % szignifikancia szinten?
VI.2. Kétmintás próbák
Kétmintás próbát akkor alkalmazunk, ha két független mintáról akarjuk eldönteni, hogy származhatnak-e ugyanabból a populációból.
Kétmintás t-próba az átlagra 
Feltételezzük, hogy a minták normális eloszlásból származnak, és a szórásuk megegyezik σ1=σ2.
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Minták elemszáma: n1, n2
Minták átlaga: 
Null-hipotézis: A két minta ugyanolyan átlagú populációból származik: H0: 
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Alternatív hipotézis: A két minta különböző átlagú populációból származik. H1:
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Szignifikancia szint: α
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Próbafüggvény: 
Szabadsági fok: n1+n2-2
Ha nem élhetünk azzal a feltételezéssel, hogy a minták azonos szórású populációból származnak, akkor Welch próbát alkalmazunk, melynek próbafüggvénye:
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Párosított t-próba
Ha a két minta elemei összetartoznak – például ugyanannak az egyednek két különböző időpontban felvett mutatói -, akkor annak eldöntésére, hogy ezen mutatók átlagai különböznek-e un. párosított t-próbát alkalmahatunk.
Null-hipotézis: Az átlagok közt nincs különbség:  H0: 
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Alternatív hipotézis: Az átlagok különbözőek: H1: D 
[image: image40.wmf]¹
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Eljárás: Képezzük az összetartozó adatok különbségeit. Egymintás t-próbát alkalmazunk ezekre vonatkozóan, μ0=0 null-hipotézissel.
Kétmintás z-próba (az arányokra)
Minták elemszáma: n1, n2 > 30
Mintabeli arányok: p1, p2
Null-hipotézis: A két mintabeli arány nem különbözik. (Ugyanabból a populációból származnak) 
Alternatív hipotézis: A két mintabeli arány különbözik, azaz más paraméterű eloszlással rendelkező populációból származnak.
Szignifikancia szint: α
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Próbafüggvény: 








Standard normális eloszlás
Kétmintás F-próba (a varianciára)
Minták elemszáma: n1, n2>30
Minták varianciája: s12; s22
Null-hipotézis: A két minta varianciája nem különbözik. (Ugyanolyan szórású populációból származnak) 
Alternatív hipotézis: A két minta varianciája különböző, azaz más-más szórású populációból származnak.
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Próbafüggvény: 





Szabadsági fok: 
df1:n1-1
a számlálóra
df2:n2-1
a nevezőre
Illeszkedés vizsgálat
Egy valószínűségi változó eloszlására vonatkozó állítás vagy feltételezés ellenőrzését illeszkedésvizsgáltnak nevezzük. Nagy elemszámú minta esetén alkalmazható.
Azt döntjük el, hogy a minta elemek eloszlása valóban megfelel-e egy elméleti vagy egy általunk megfigyelt eloszlásnak.
Tiszta illeszkedésvizsgálat: ha a feltételezett eloszlás egyértelműen meghatározott (típusát és paramétereit előre rögzítjük).
Becsléses illeszkedésvizsgálat: ha a feltételezett eloszlásnak csak a típusát adjuk meg (paramétereit a mintából számítjuk, illetve becsüljük)
Null-hipotézis: A mintaelemek illeszkednek az adott eloszláshoz .
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Alternatív hipotézis: A mintaelemek nem illeszkednek az adott eloszláshoz.
Próbafüggvény:





ahol fi a mintaelemek i-dik kategóriabeli gyakorisága, fi* az i-dik katgória elméleti (elvárt) gyakorisága.
Szabadsági fok:
Tiszta illeszkedésvizsgálatnál: 
df: k-1




Becsléses illeszkedésvizsgálatnál:
df: k-1-b
Ahol k a kategóriák száma, b az adott elméleti eloszlás paramétereinek a száma.
Homogenitás vizsgálat
Ebben az esetben két (empirikus) eloszlást hasonlítunk össze. Az empirikus gyakorisági eloszlások elkészítésénél mindkét változónál ugyanazokat az intervallum felosztásokat alkalmazzuk. Az eloszlás típusára és paramétereire vonatkozóan nem élünk semmilyen feltételezéssel.
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A minták elemszáma: n1, n2
Próbafüggvény: 
Ahol az egyik változó i-dik intervallumba esésének gyakorisága: f1i, a másik változónak ugyanezen intervallumba esés gyakorisága: f2i.
Szabadsági fok: k-1, ahol k az alkalmazott kategóriák száma.
VI.2.1. Feladatok
1. Két különböző helyen végeztek méréseket egy bizonyos borsófajta terméshozamára vonatkozóan. Az egyik helyen 10 kísérleti parcellán az átlagos hozam 5,2 t/ha volt 0,8 t/ha szórással. A másik helyen 8 parcella adataiból az átlagos hozam 4,9 t/ha volt 1,1 t/ha szórással. Döntsünk 5% szignifikancia szinten arról, hogy különbözik-e a két termőhely a borsótermés szempontjából!
2. 100-100 kísérleti parcellán mérték a répatermést „A” ill. „B” műtrágya mellett (A termés mennyisége normáleloszlású.)
„A” átlag: 135 q/ha; szórás: 32 q/ha
„B” átlag: 154  q/ha; szórás: 29 q/ha
Igaz-e (95% megbízhatósággal), hogy a B műtrágya nagyobb termést eredményez?
3. Két különböző fajta kukorica ezerszemtömegét hasonlították össze. Mindkét fajtából 12-12 mintát vettek és az alábbi eredményeket kapták (g):
	A fajta
	295
	301
	287
	308
	301
	299
	310
	304
	285
	306
	300
	289

	B fajta
	300
	315
	295
	310
	340
	364
	280
	320
	290
	320
	305
	340


Különbözik-e legalább 5% szignifikancia szinten a két fajta ezerszemtömege?
4. Két  farmról mintát vettek a termelt tojásokból, és az alábbi tömegeket mérték (g): A farm: 28, 29, 25, 31, 27, 29, 34, 20, 25, 21
B farm: 25, 28, 30, 24, 29, 32, 36, 32, 27, 22, 35, 34
a) Állíthatjuk-e 95 % bizonyossággal, hogy A és B farmokon a tojások átlagos tömege megegyezik? 
b) A második farmon a tojások tömegének szórása megegyezik-e az első farm tojásainak szórásával (95% bizonyossággal)?
5. Egy állatgyógyászati készítmény tesztjét 7 kísérleti állaton végezték. Az egyik biológiai paraméternek a kezelés előtt és a kezelést követően mért értékét táblázatunk mutatja:
	Az állat sorszáma
	1.
	2.
	3.
	4.
	5.
	6.
	7.

	A mutató értéke a szer bevétele előtt
	16,5
	10,0
	13,5
	15,0
	12,0
	12,5
	15,0

	A mutató értéke a szer bevétele után
	11,5
	11,0
	10,5
	10,0
	12,5
	12,5
	12,0


Kérdés: Hatásos-e a készítmény legalább 1% szignifikancia szinten?
6. 12 kísérleti személynek megmérték a testsúlyát majd egy étvágycsökkentő szert szedtek három hónapig ekkor újra megmérték őket.
	kis. személy:
	étvágycs. 
előtt:  (kg)
	étvágycs. 
után:  (kg)

	1.
	69
	64

	2.
	96
	101

	3.
	80
	74

	4.
	79
	80

	5.
	61
	56

	6.
	72
	69

	7.
	79
	79

	8.
	82
	80

	9.
	58
	55

	10.
	73
	75

	11.
	103
	94

	12.
	108
	103


Milyen  mellett különbözik szignifikánsan a kúra előtti és utáni testsúly? 
7. Az áruk minőségéhez a különböző mutatók stabilitása is hozzátartozik. Két különböző gyártótól származó margarin zsírtartalmát vizsgálták. Az egyik gyártótól 15 mintát vettek, melyekben a zsírtartalom szórása 2,5 % volt. A másik gyártótól 20 mintát vettek, ezekben a zsírtartalom szórása 3,5% volt. Különbözik-e két gyártó a margarin zsírtartalmának stabilitását illetően (5% szignifikancia szinten)?
8. A Balaton északi és déli partján vizsgáltuk a pontyok arányát a halállományban. Az északi parton 250 kifogott halból 98 volt a ponty, míg a déli parton 300 kifogott halból 149 volt ponty. Állíthatjuk-e 95 % bizonyossággal, hogy a pontyok aránya nem különbözik az északi és déli part mentén?
9. Szabályosnak tekinthető-e az a dobókocka (99%-os bizonyossággal), melyet 150-szor feldobva, az alábbi gyakoriságokat figyeltük meg:
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	29
	21
	35
	18
	30
	17


10. Genetikai törvény szerint, ha az egyik szülő A vércsoportú, a másik B vércsoportú, akkor a gyerek A, AB, B vércsoportú lehet 1:2:1 valószínűséggel. 300 olyan gyereket vizsgáltak meg, akiknél az egyik szülő A, a másik B vércsoportú. Azt találták, hogy a gyerekek 30%-ának volt A a vércsoportja, 45%-ának AB és 25%-ának B. Megfelelnek-e az adatok a genetikai törvénynek?
11. Tesztelje 5%-os szignifikancia szinten, hogy a félkilós fűmagcsomagok töltési tömege normális eloszlású, ha 


a.)  a töltési tömeg várhatóértéke 500 g és a szórás 10 g 


b.) a töltési tömeg várhatóértéke és a szórása ismeretlen!


A minta adatai:
	Töltőtömeg, g
	db

	         – 480
	    5

	480,1– 490
	  20

	490,1– 500
	  30

	500,1– 510
	  24

	510,1– 520
	  16

	520,1-
	    5

	Összesen:
	100


12. Egy fenyőfaj térbeli eloszlásának vizsgálatára adott mintaterületen 100 db véletlenszerűen elhelyezett négyzetben vizsgálták a fák számát. Az adatok a következők:
	fák száma a négyzetben:
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9 vagy több

	a négyzetek gyakorisága:
	7
	16
	20
	24
	17
	9
	5
	1
	1
	0


Igazolhatóe az a feltevés 5% szignifikancia szinten, hogy a fák az illető területen Poisson eloszlásúak?
13. A Mezőgazdasági Hivatal 2000-ben felmérte az ország termőföldjeinek állapotát. Az értékeléshez 4 kategóriát alkalmazott: kitűnő volt a termőföld 60 %-a, jó volt 20%, átlagos 15% és gyenge 5%. 2010-ben 200 helyen végeztek ugyanilyen vizsgálatot az alábbi eredménnyel: 100 kitűnő, 45 jó, 35 átlagos 20 gyenge minősítést kapott. Igazolható-e (5% szignifikancia szinten), hogy a termőföld minőségi összetétele megváltozott?
14. Egy természetvédelmi körzetben kiterjedt vizsgálatot végeztek az ott található gyíkokra vonatkozóan. A vizsgálatban 167 gyík közül 35-nek volt sárga csíkos a farka. Egy másik körzetben 150 km-re az előzőtől ugyancsak megvizsgálták a gyíkokat. Ez utóbbi helyen 27 gyíkból 6-nak volt sárgacsíkos a farka. Mi az esélye, hogy mindkét minta azonos statisztikai populációból származik a farok sárgacsíkos voltát illetően?
15. Adott egy 30 értékből álló minta:
	42.92001
	34.70199
	42.31025

	26.04083
	22.72835
	41.33610

	55.78906
	21.94281
	74.61837

	73.94635
	29.84771
	47.96106

	77.50786
	33.17667
	45.56963

	20.86978
	21.02542
	38.23420

	44.44533
	37.10257
	78.54244

	71.79479
	40.58535
	68.39991

	28.31507
	53.21818
	79.47447

	73.07657
	41.44230
	35.37584


Vizsgáljuk a hipotéziseket:
H0: Az adatok egyenletesen oszlanak el a [20, 80] sávban.
H1: Az adatok nem egyenletes eloszlásúak.
VII. Varianciaanalízis (ANOVA)
A varianciaanalízisben a független kategorikus változó/k és egy kvantitatív, legalább intervallum skálán mért függő változó kapcsolatának meglétét vizsgáljuk.
A függő változóra vonatkozó megfigyelési adatainkat a kategorikus változó szerint csoportosítjuk. Kérdés, hogy az így kapott csoportokra vonatkozó átlagértékek valóban különbözőnek tekinthetők-e. Feltétel, hogy az egyes csoportokból származó adatok normális eloszlásúak legyenek és a szórásuk is megegyezzen (sztochasztikusan).
VII.1.  Egytényezős varanciaanalízis:
Egy kategorikus változó (melynek k szintje adott) és egy kvantitatív változó közötti kapcsolatot vizsgáljuk.
Null-hipotézis: a csoportátlagok azonosak.

H0: μ1 = μ2 = μ3 = μ4 =… μk 
Altenatív hipotézis: Legalább egy csoport különbözik a többitől.

H1: Van olyan i és j (i≠j) hogy μi ≠ μj 
Ha az ANOVA eljárást alkalmazzuk, akkor vizsgálatainkat a varianciákra összpontosítjuk.
Az átlagok felbontása:
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Ahol Yij a függő változó  j-dik csoportjából származó i-dik adat.
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  a függő változó összes adatának átlaga 
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  a j-dik csoport átlaga.
Tekintjük az un. eltérés négyzetösszegeket:
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Az eltérés négyzetösszegek felbontása:
SSösszes= SScsoportok között + SScsoporton belül
Ha az eltérésnégyzetösszegeket elosztjuk a vonatkozó szabadsági fokkal, kapjuk a varianciákat.
A csoportok között lényeges különbség van, ha a csoportok közötti variancia szignifikánsan nagyobb, mint a csoporton belüli variancia. Erről F próbával döntünk.
Ha a számított F érték nagyobb, mint az adott szignifikancia szinthez tartozó kritikus F érték, akkor a csoportok között van legalább egy, amelyiknek az átlaga eltér a többitől. 
Hogy melyik ez a csoport illetve van-e több eltérő csoport, azt közvetlenül nem látjuk a varianciaanalízis eredménytáblájából.
ANOVA tábla
Az Excel táblázatkezelő adatelemzési lehetőségei között megtaláljuk az egytényezős variancia analízist.
Példa:
	VARIANCIAANALÍZIS
	
	
	
	
	

	Tényezők
	SS
	df
	MS
	F
	p-érték
	F krit.

	Csoportok között
	105
	1
	105
	41.3
	4.76801E-09
	3.938111

	Csoporton belül
	250
	98
	2.55
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Összesen
	356
	99
	 
	 
	 
	 


A táblázatban található p-érték a nullhipotézis igaz voltának valószínűségét jelenti. Ha ez kisebb, mint a vonatkozó szignifikancia szint, akkor elutasítjuk a nullhipotézist (ez alapján is dönthetünk).
Szignifikáns differencia
Ha a Varianciaanalízis alapján azt kaptuk, hogy van szignifikáns különbség az egyes csoportok között, akkor megvizsgálhatjuk, hogy mely csoportok között találunk szignifikáns különbséget.
[image: image117.png]


SZD5% megállapítása:
A páronkénti összehasonlításnál azok a csoportok, melyeknél az átlagok különbsége meghaladja az SZD5% értéket szignifikánsan különbözőknek tekinthetők.
Megjegyzés: Statisztikai programcsomagokban találhatunk más módon meghatározott szignifikáns differenciákat is.
VII.1.1. Feladatok
1. Három különböző típusú műtrágyával végeztünk kísérletek. Mindhárom típust 10-10 parcellán alkalmaztuk, majd a betakarított termés mennyisége alapján kívánjuk eldönteni, hogy van-e különbség az egyes műtrágyák hatásában. (α=5%)
	Műtrágyák
	termés (t/ha)
	
	
	
	
	
	
	

	1
	6.27
	5.36
	6.39
	4.85
	5.99
	7.14
	5.08
	4.07
	4.35
	4.95

	2
	3.07
	3.29
	4.04
	4.19
	3.41
	3.75
	4.87
	3.94
	6.28
	3.15

	3
	4.04
	3.79
	4.56
	4.55
	4.53
	3.53
	3.71
	7.00
	4.61
	4.55


2. Három fajta tulipán hagymaméretét kívánjuk összehasonlítani. Ennek érdekében mindegyik fajtából kiválasztunk 10-10-t és megmérjük az átmérőt (mm).
Az alábbi adatokat kaptuk:
A: 26,5; 28,2; 29,3; 22,9; 30,5; 30,8, 31,2; 28,9; 27,6; 28,6
B: 29,3; 26,8; 30;5; 31,6; 32,8; 28,1; 26,7; 32,4; 31,5; 30,5
C: 31,5; 32,6; 29,8; 25,9; 28,7; 29,6; 32,4; 35,1; 29,6; 26,9
Van-e különbség az egyes fajták hagyma-átmérője között 5% szignifikancia szinten? 
3. Egészítse ki az alábbi ANOVA összesítő táblázatot. 
Hány csoportot hasonlítottunk össze?
Van-e a csoportok között szignifikáns különbség? (0,05% szinten)!
	Tényezők
	SS
	df
	MS
	F             F*

	Csoportok között
	
	7
	
	2,27      

	Csoporton belül
	
	
	3,62
	

	Összesen
	
	29
	
	


4. 5 eperfajta termékenységét hasonlították össze. Megmérték fajtánként 20-20 véletlenszerűen kiválasztott kísérleti parcella termését. Elfogadhatjuk-e 5%-os szignifikanciaszinten, hogy a termésátlagok nem különböznek? Válaszoljon a következő kérdésekre: 
a) Milyen módszert használ? 
b) Mi a nullhipotézis? 
c) Mi az alternatív hipotézis? 
d) Mennyi a próbastatisztika értéke? 
e) Mennyi a kritikus érték (ha táblázatból nézzük), vagy mennyi a P ? 
f) Az utóbbi két pont alapján hogy dönt a nullhipotézisről?
g) Mit jelent ez a feladat kérdését illetően (szöveges válasz)?
Felhasználhatjuk, hogy az eltérésnégyzet-összegek: 
SScsoportok között = 56,12 és SSösszes = 510,22.

5. Különböző színű rovarcsapdák által adott napon befogott rovarok számát mutatja az alábbi táblázat:
	Zöld
	25
	32
	18
	40
	29
	35

	Sárga
	45
	58
	49
	35
	46
	52

	Fehér
	18
	19
	25
	27
	35
	20

	Piros
	26
	38
	21
	19
	25
	14


Van-e szignifikáns különbség (α=5%) a különböző színű rovarcsapdák hatékonysága között?
6. Négy, azonos körülmények között termesztett borsófajtát hasonlítunk össze. Minden fajtából 3-3 ismétlést állítottak be a kísérletben. A kapott eredmények a következők:
	
	A fajta
	B fajta
	C fajta
	D fajta

	Termések kg/ parcella
	5,2
	3,7
	5,8
	6,1

	
	4,8
	4,5
	4,9
	5,2

	
	4,9
	4,1
	5,6
	4,3


Van-e 5%-on szignifikáns különbség az egyes fajták között?
Ha van különbség, akkor mennyi az SZD5%?
7. 3 különböző rovarölőszer hatását vizsgálták 5-5 kísérleti burgonya-parcellában. A termés mennyiségét mérték és a következő eltérésnégyzetösszegeket kapták: parcellákon belül: 199,2 és parcellák között 35,6. Készítsünk ANOVA táblázatot! Milyen következtetéseket vonhatunk le?
8. 3 féle táplálékon tartottak 5, 5, ill. 4 állatot és mérték egy testméretüket. Vizsgáljuk α=0,05 szinten, hogy okozott-e változást a diéta.
	 1. minta 
	2. minta 
	3. minta 

	7.5 
9.0 
3.8 
8.0 
6.6 
	10.4 
10.7 
10.8 
9.5 
11.1 
	7.2 
8.6 
5.9 
3.3 


VIII. Korreláció- és regresszió számítás
VIII. 1. Pearson féle korrelációs együttható
Két intervallum vagy arány skálán mért változó közötti lineáris kapcsolat mérőszáma a korrelációs együttható.
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Számítása: 


Illetve: 
Ahol (Xi, Yi) összetartozó adatpárok; felülvonással a megfelelő átlagértékeket jelöltük, Sx és Sy az egyes változók (korrigálatlan) szórásai.
A korrelációs együttható tulajdonságai
· A korrelációs együttható értéke -1 és +1 közötti lehet. A lineáris kapcsolat annál szorosabb, minél közelebb van r abszolút értéke 1-hez. Ha nincs lineáris korreláció, akkor a korrelációs koefficiens értéke: 0, tökéletes pozitív, ill. negatív lineáris korreláció fennállása esetén a korrelációs koefficiens értéke +1,00, ill. -1,00.
· A korrelációs együttható értéke független a mértékegységektől, amelyekben a két változó rögzítve van.
· A korrelációs együttható értékét az outlier (kiugró) értékek igen erősen befolyásolják. Ezt minden esetben végig kell gondolni és pl. adat-transzformációt kell végrehajtani. 
· A korreláció nem jelent ok-okozati kapcsolatot, mert ez lehet annak a következménye, hogy-az x tengelyre felvett változó befolyásolja az y tengelyre felvettet -az y tengelyre felvett változó befolyásolja az x tengelyre felvettet-egyik eset sem áll fenn, hanem egy harmadik tényező mindkettőt egy irányba (pozitív korreláció) vagy különböző irányokba (negatív korreláció) mozdítja el. 
A korrelációs együttható szignifikanciája
A korrelációs együttható, r értéke önmagában nem mutatja a kapcsolat tényleges (szignifikáns) meglétét. Ez a minta elemszámától is függ.
A szignifikanciát vizsgálhatjuk (n-2) szabadságfokú t-eloszlás segítségével az alábbi képlet alapján:

Ahol n az adatpárok száma. 
A lineáris (Pearson) korrelációs együttható kiszámíthatóságának feltételei 
· A vizsgált egyedek (állatok, minták, stb.) egy nagyobb populációból véletlenszerűen lettek kiválasztva.
· Minden vizsgált egyednél megmérték mindkét (x és y) változót.
· A megfigyelések egymástól függetlenek. A vizsgált egyedek kiválasztása egymást nem befolyásolja (nincs rokonsági kapcsolat). Nem tekinthetők független megfigyeléseknek, ha ugyanazt a vizsgálatot ugyanazokon az egyedeken megismételjük és ezeket különálló mintáknak tekintjük (a kettőt összevonjuk).
· Az xi és yi értékeknek is függetleneknek kell lenni egymástól (nem egymásból számítható mutatók)
· Mind az xi, mind az yi mintáknak normál eloszlást mutató populációból kell származniuk. Ha ez nem áll fenn, akkor más pl. nem paraméteres eljárást kell alkalmazni.
A korrelációs együttható meghatározása EXCEL segítségével

Az EXCEL statisztikai függvényei között található „KORREL” függvény segítségével illetve a „PEARSON” függvény segítségével számíthatjuk a korrelációs együtthatót.
Ajánlatos azonban a számítást megelőzően az adatpárokból pontdiagramot készíteni, amelyen ellenőrizhetjük, hogy a linearitás feltétele teljesül-e. Ha azt tapasztaljuk, hogy szorosnak tűnő, de nem lineáris kapcsolat van x és y változók között, akkor transzformálni kell az adatokat, mielőtt a számítást elvégezzük.
VIII.1.1. Feladatok
1. Várhatóan milyen korreláció van az alábbi változók között? (Pozitív, negatív, nincs korreláció):
a) a tanulással eltöltött idő és az elért osztályzat;
b) egy ember cipő mérete és a cipőinek száma
c) a búza termésmennyisége és eladási ára
2. Van-e szignifikáns kapcsolat az egerek tömege és a farkuk hossza között? 7 egérnél mérték meg a tömeget és a farok hosszát. Az alábbi adatokat kapták:
	Egér
	1.
	2.
	3.
	4.
	5.
	6.
	7.

	Tömeg (dkg)
	1
	4
	3
	4
	8
	9
	8

	Farkhossz (cm)
	2
	5
	8
	12
	14
	19
	22


3. Van-e összefüggés egy ember éves tejfogyasztása és a családjában az egy főre jutó havi jövedelem között? 9 családban vizsgáltuk ezeket a mutatókat:
	Család
	1.
	2.
	3.
	4.
	5.
	6.
	7.
	8.
	9.

	Tejfogyasztás (l/év)
	150
	105
	165
	120
	125
	146
	130
	90
	110

	Egy főre jutó jövedelem (eFt/hó)
	62
	58
	87
	55
	40
	70
	68
	45
	49


A kapcsolat milyen szinten szignifikáns?
4. Van-e szignifikáns lineáris kapcsolat a gyermekek beszédkezdetének időpontja és a kamaszkori mentális képességek között. Előbbit hónapokban, utóbbit egy pontozásos skálán mértük.
	Gyerek
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Beszédkezdet (hónap)
	15
	26
	10
	9
	15
	20
	18
	11
	8
	20

	Mentális képesség (pont)
	95
	71
	83
	91
	102
	87
	93
	100
	104
	94


5. Van-e szignifikáns kapcsolat az anyák súlya és újszülött gyermekük súlya között?
	Eset szám
	Anya súlya (kg)
	Újszülött súlya (g)
	Eset szám
	Anya súlya (kg)
	Újszülött súlya (g)

	1
	49,4
	3515
	
	
	

	2
	63,5
	3742
	14
	52,2
	3374

	3
	68,0
	3629
	15
	63,1
	2722

	4
	52,2
	2680
	16
	65,8
	3345

	5
	54,4
	3006
	17
	61,2
	3714

	6
	70,3
	4068
	18
	55,8
	2991

	7
	50,8
	3373
	19
	61,2
	4026

	8
	73,9
	4124
	20
	56,7
	2920

	9
	65,8
	3572
	21
	63,5
	4152

	10
	54,4
	3359
	22
	59,0
	2977

	11
	73,5
	3230
	23
	49,9
	2764

	12
	59,0
	3572
	24
	68,8
	2920

	13
	61,2
	3062
	25
	43,1
	2693


VIII. 2. Spearman féle rangkorrelációs együttható
Az adatok rangsorolása
A nemparaméteres próbák az eredeti adatok helyett a megfelelő rangszámokkal dolgoznak. Vagy eleve rangszámok között keresünk kapcsolatot.  A rangszámok a nagyságrendbe állított adataink sorszámai. Ha az adatok között vannak egyenlők is, akkor un. kapcsolt rangszámokat alkalmazunk. Ha például a nagyságrendbe állított adataink közül a 4. 5. és 6. megegyezik, akkor ezek mindegyikéhez a (4+5+6)/3=5 rangszámot rendeljük.
A Spearman féle korrelációs együttható számítása:








Ahol Di: a rangszámok különbsége







n az adatpárok száma.
Spearman-féle rangkorreláció alkalmazása:
· A változók nem normális eloszlásból származnak (nem tudjuk joggal feltételezni sem).
· Egyik vagy mindkét változó ordinális skálán mért változó.
· A két változó közötti összefüggés nem lineáris, de az összefüggést ábrázoló görbe nem hajlik vissza.
A Spearman féle korrelációs együttható szignifikanciája
A Pearson féle korrelációs együtthatóhoz hasonlóan rs -re is ellenőrizhető az a hipotézis (H0), hogy a populációbeli korrelációs együttható 0, az alábbi (n-2) szabadsági fokú t–statisztikával.
VIII.2.1. Feladatok
1. Tíz cigarettafajta kátrány és nikotin tartalmának rangsorát adja meg a következő tábla:
	kátrány (mg)
	9
	6
	2
	6
	8
	10
	4
	3
	5
	1

	nikotin (mg)
	9
	7
	2
	5
	8
	10
	3
	4
	6
	1


Határozza meg a Spearman féle rangkorrelációs együtthatót!
2. Egy bormustrán 15 termelő fehér- és vörösbor mintáit pontszámokkal értékelte a zsűri. Az egyes termelők az alábbi az alábbi pontszámokat kapták:
	Termelő
	1.
	2.
	3.
	4.
	5.
	6.
	7.
	8.
	9.
	10.
	11.
	12.
	13.
	14.
	15.

	Fehérbor
	15
	18
	10
	7
	9
	14
	18
	16
	20
	9
	10
	13
	16
	12
	11

	Vörösbor
	12
	13
	8
	11
	10
	16
	15
	19
	17
	15
	12
	18
	20
	10
	14


Van-e kapcsolat az egyes termelők fehérborának és a vörösborának minősége között? Milyen szignifikancia szinten?
3. A búzakalász hossza (cm) és a kalászonkénti szemszám (db) közti kapcsolatot 9 véletlenszerően kiválasztott kalász esetén a következő táblázat mutatja:

	Hossz
	10,2
	9,5
	8,6
	8,3
	8,1
	8,1
	7,7
	7,3
	7,1

	szemszám
	41
	38
	29
	33
	30
	28
	22
	24
	26


Van-e legalább 5 % szignifikancia szinten kapcsolat a hossz és a szemszám között a Spearman korrelációs koefficiens alapján? 
Lehetne itt Pearson féle korrelációs együtthatót is számolni?
VIII. 3. Regressziószámítás
Ha két változó kapcsolatának vizsgálatakor magas korrelációt kapunk, és feltételezhető az ok-okozati viszony a két változó között, megpróbálhatjuk az összefüggést egy ideális egyenessel jellemezni - egy olyan egyenessel, amely a legjobban reprezentálja a lineáris kapcsolatot. Ekkor felírhatjuk az egyenes egyenletét, és ezt használhatjuk pl. arra, hogy "megjósoljuk" egy adott x értékhez az "ideális" y-t.
Ebben az esetben x-t független változónak, y-t függő változónak tekintjük.
A becslő (illesztett) egyenes egyenletének általános alakja: ỹ = a + b x. 
Szeretnénk meghatározni a és b értékét úgy, hogy az egyenes a legjobban illeszkedjen a pontokra. Tegyük fel, hogy n számú megfigyelés párunk van: (xi, yi), i=1,2,...,n. Szeretnénk yi -t az egyenes xi helyen felvett értékeivel közelíteni, azaz a + b xi -vel.
A közelítés akkor jó, ha az  yi-( a+bxi) különbségek kicsik. Mivel ezek a különbségek pozitívak és negatívak is lehetnek, vegyük ezek négyzetét és összegezzük a különbségek négyzetét. Így a következő összeget kapjuk, melyet minimalizálnunk kell
(A legkisebb négyzetes eltérések módszere):
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a és b meghatározásához az S(a,b) függvény minimumát kell meghatároznunk. Ez egy kétváltozós függvény, szélső értékeinek megtalálásához a differenciálszámítást hívjuk segítségül.
A regressziós együttható (b) és a konstans (a) meghatározása


A regressziós modell jóságának jellemzése
Az illesztés standard hibája:
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A b paraméter szórása: 
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A b paraméter megbízhatósági (konfidencia) intervalluma: 
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Az a paraméter standard hibája: 
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Az a paraméter megbízhatósági (konfidencia) intervalluma: 
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Természetesen két változó között nemcsak lineáris kapcsolat létezhet. Ilyen esetben általában transzformáljuk az adatokat, hogy elérjük a linearitást (pl. vesszük az egyik adathalmaz értékeinek logaritmusát vagy gyökét), majd az így kapott lineáris egyenletet „visszaalakítjuk”.
Az illesztett egyenes (vagy más típusú görbe) un. sztochasztikus függvény.
A sztochasztikus függvény alapján becslést csak abban a tartományban végezhetünk, melyből az adataink származtak. A projekcióval óvatosan kell bánni!
A trendfüggvény
Amennyiben a vízszintes tengelyen az időt szerepeltetjük, mint független változót, a függőleges tengely mentén pedig valamely változónak a különböző időpontokhoz tartozó értékeit, és erre végezzük az egyenes (vagy más függvény) illesztését, akkor un. trend-vizsgálatot végzünk. A trendfüggvény tehát ugyancsak sztochasztikus függvény.
Regressziószámítás az EXCEL-ben
Összetartozó adatpárjainkat pont diagramon ábrázoljuk. A független változó értékei legyenek az x tengely mentén, míg a függő változó értékei legyenek az y tengely mentén. Az egérrel ráállunk valamely adatpontra és a jobb egérgombbal való kattintáskor legördülő menüből kiválasztjuk a „trendvonal felvétele” opciót. Kiválasztjuk az illeszteni kívánt görbe típusát. És az „Egyebek” menüpont alatt beikszeljük az „Egyenlet látszik a diagramon” és „az R2 értéke látszik a diagramon” beállításokat.  Megkapjuk a regressziós egyenes (vagy görbe) egyenletét és a korrelációs együttható négyzetét. R2-t determinációs együtthatónak is mondjuk-, százalékban kifejezett értéke azt mutatja meg, hogy a regressziós összefüggés alapján a független változó értéke hány százalékban magyarázza meg a függő változó értékét.
Amennyiben az adataink valóban lineáris kapcsolatra utalnak, vagy sikerült őket „linearizálni” alkalmazhatjuk az EXCEL Eszközök Adatelemzés moduljában található Regresszió számítást végző panelt. Ha ezt alkalmazzuk, a paraméterek konfidencia határait is megkapjuk.
VIII.3.1. Feladatok
1. Megfigyelték a hektáronkénti munkaráfordítás (óra) és a hektáronkénti terméseredmény (mázsa) alakulását. Az eredmények a következők:
	megfigyelés sorszáma
	1.
	2.
	3.
	4.
	5.
	6.
	7.
	8.
	9.
	10.

	Munka 
	67
	72
	76
	76
	81
	81
	83
	85
	88
	91

	Termés 
	61
	67
	64
	69
	67
	76
	71
	74
	76
	75


a) Nevezze meg a független- és függő változót! 
b) Ábrázolja az összetartozó értékeket pont diagramon!
c) Írja fel a függvény egyenletét! 
d) Adja meg a paraméterek konfidencia határait!
2. A szántás mélysége és a termésátlag kapcsolatát vizsgálva az alábbi eredményt kaptuk:
	Szántás mélysége (cm)

	Termésátlag (t/ha)

	Szántás mélysége (cm)

	Termésátlag (t/ha)


	7
	3,5
	10
	4,2

	8
	3,7
	11
	4,3

	9
	3,9
	12
	4,5


a) Nevezze meg a független- és függő változót! 
b) Ábrázolja az összetartozó értékeket pont diagramon!
c) Határozza meg a regressziós függvény paramétereit!
d) Adja meg a paraméterek konfidencia határait!
3. Egy strandbüfében úgy találták, hogy összefüggés van az sörfogyasztás mennyisége és az átlagos napi hőmérséklet között. Ezért 20 véletlenszerűen kiválasztott napon megvizsgálták a sörfogyasztás mennyiségét és a következő adatokat kapták:
	nap
	Sörfogyasztás (l)
	Napi max. hőm (oC)
	nap
	Sörfogyasztás (l)
	Napi max. hőm (oC)

	1.
	520
	25
	11.
	640
	30

	2.
	634
	26
	12.
	657
	31

	3.
	610
	28
	13.
	678
	30

	4.
	780
	32
	14.
	620
	27

	5.
	708
	27
	15.
	635
	28

	6.
	639
	25
	16.
	610
	26

	7.
	486
	23
	17.
	585
	25

	8.
	423
	20
	18.
	627
	27

	9.
	452
	22
	19.
	608
	26

	10.
	597
	29
	20.
	720
	30


a) Nevezze meg a független- és függő változót! 
b) Ábrázolja az összetartozó értékeket pont diagramon!
c) Határozza meg a regressziós függvény paramétereit!
d) Adja meg a paraméterek konfidencia határait!
4. A boltban a tejforgalom 2004-2006 között negyedéves bontásban a következőképpen alakult:

	Év
	2004
	2005
	2006

	negyedév
	I.
	II.
	III.
	IV
	I.
	II.
	III.
	IV
	I.
	II.
	III.
	IV

	forgalom (hl)
	396
	324
	343
	396
	360
	396
	402
	410
	389
	422
	410
	399


Tapasztalható-e szignifikáns lineáris trend a tejforgalomban?
5. A kenyér térfogatát vizsgálták a liszt farinográf értékekeinek függvényében 14 búzafajta esetén:

	búza
	Kenyér térfogat
	Farinográf érték

	1.
	1.346
	81.8

	2.
	1.192
	75.9

	3.
	1.242
	79.9

	4.
	1.293
	68.6

	5.
	1.197
	77.4

	6.
	1.185
	68.7

	7.
	1.253
	73.6

	8.
	1.218
	73.3

	9.
	1.201
	66.8

	10.
	1.122
	58.3

	11.
	1.182
	61.2

	12.
	1.191
	59.6

	13.
	1.063
	52.6

	14.
	1.093
	44.2


a) Nevezze meg a független- és függő változót! 
b) Ábrázolja az összetartozó értékeket pont diagramon!
c) Határozza meg a regressziós függvény paramétereit!
d) Adja meg a paraméterek konfidencia határait!
6. Egy város egyik piacán 10 egymást követő napon megfigyelést végeztek a nyári alma felhozatalára és egységárának alakulására vonatkozóan. Az adatokat a következő táblázat tartalmazza:

	Napok sorszáma
	1.
	2.
	3.
	4.
	5.
	6.
	7.
	8.
	9.
	10.

	Felhozatal (q)
	0,4
	0,7
	0,9
	1,2
	1,2
	1,1
	1,5
	1,5
	1,3
	1,4

	Egységár(Ft/kg)
	85
	90
	86
	80
	78
	75
	65
	66
	65
	69


e) Nevezze meg a független- és függő változót! 
f) Ábrázolja az összetartozó értékeket pont diagramon!
g) Határozza meg a regressziós függvény paramétereit!
h) Adja meg a paraméterek konfidencia határait!
A H0 hipotézis�
Igaz�
Hamis�
�
Elfogadjuk�
Helyes döntés�
Hibás döntés  - Elsőfajú hiba (α)�
�
Elutasítjuk �
Hibás döntés - Másodfajú hiba (β)�
Helyes döntés�
�
 





A szórás meghatározása gyakorisági adatokból





Az átlag meghatározása gyakorisági eloszlásból:
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Mi a valószínűsége, hogy találomra kiválasztva egy fát, az idősebb lesz 50 évesnél?


Mi az esélye, hogy a találomra kiválasztott fa életkora 50 és 80 év közé esik?
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A t-eloszlás sűrűségfüggvénye különböző szabadsági fokok esetén





�





A khi négyzet eloszlás sűrűségfüggvénye különböző szabadsági fokok esetén.





�
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