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Hullamok visszaver6dése és torése

A hullamterjedés vizsgalatanal eddig azt tételeztiik fel, hogy a hulldm homogén kozegben,
allando sebességgel terjed. Ha a hullam egy kozeg hatarahoz ér, akkor a tapasztalat szerint
onnan részben visszaverddik, részben pedig behatol a szomszédos kozegbe, és terjedésében
mindkét esetben valtozasok allhatnak be.

Visszaverddésnél példaul megvaltozhat a hullam fazisa, 0j kozegbe torténd behatolasnal pedig
altalaban megvaltozik a hullam terjedési sebessége, és ezzel egyiitt a hulldmhossza,
elektromagneses hulldimoknal mindkét esetben megvaltozhat a hulldm polarizécios allapota is.
A visszaverddés ¢€s torés soran a kiillonbozo tipust (rugalmas, elektromagneses) hullamok
kiilonbozoképpen viselkednek, de vannak olyan jelenségek, amelyek mindenféle hullam
esetén fellépnek. Itt elsésorban ezekkel a kozds jelenségekkel foglalkozunk, az egyes
hullamfajtadkra jellemzd specidlis problémakat a megfeleld helyen targyaljuk.

A visszaverddés ¢és torés alapjelenségeinek bemutatdsdra — szemléletességlik miatt —
elsésorban kifeszitett, rugalmas kotélen-, illetve vizfeliileten terjedé rugalmas hulldmokat

hasznalunk.

Eldszor végezziink el két kisérletet rugalmas kotélen terjedd hullamokkal.

KISERLETEK:

— Rugalmas kotél egyik végét rogzitsiik a falhoz, gy hogy ne tudjon elmozdulni, feszitsiik
ki, és a masik végérdl inditsunk el egy pulzust (baloldali 4dbra). J6I megfigyelhetd, hogy
amikor a pulzus a kotél €s a fal hatarahoz érkezik, onnan visszaverddik, de a kitérés iranya
ellenkezdre valtozik. Ez azt jelenti, hogy a rdgzitett végrdl torténd visszaverddésnél a
hullam fazisaban 7 nagysagu ugras kovetkezik be.

— Mboddositsuk a kotél végének rogzitését ugy, hogy szabadon elmozdulhasson. Ezt — amint a
jobboldali 4bran is latszik — a fal és a rugalmas kotél kéz¢ beiktatott vékony, rugalmatlan
zsinodrral érhetjiik el. Most a kétféle kotél hatarardl torténd visszaverddés kdzben a zavar
iranya nem valtozik meg, a szabad végrol torténd visszaverddésnél nincs fazisugras.
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A rogzitett végen bekovetkezd fazisugras oka az, hogy a falhoz érkezd zavarnak a falnal el
kell tlinnie, és ez csak ugy lehetséges, hogy a falnal elindul6 ellentétes kitérés kompenzalja az
eredeti kitérést.

Visszaverddésnél nem csak rugalmas hullamoknal Iéphet fel fazisugrds. A jelenség a
elektromégneses hullamok esetén is megfigyelheto.
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Kétdimenzios terjedésnél bekovetkezo torési €s visszaverddési jelenségek jol demonstralhatok
vizhullamokkal.

KISERLET:

Vizfeliiletet egy egyenes palcaval periodikusan iitdgetve, egyenes
hullamot hozunk létre, és a hullam utjaba ferdén elhelyeziink egy
egyenes akadalyt, amelyen a hulldm nem tud &thatolni (dbra). A
hullam az akadalyrdl jol lathatoan visszaverddik, mégpedig ugy,
hogy az é&bran bejelolt «, beesési szo6g megegyezik az «,

visszaverodési szoggel (az U, vektor az akadalyra merdleges

iranyt, a beesési merdlegest jeloli).

Ha az el6z6 kisérletnél a hullam ttjaba a terjedésére merdleges akadalyt helyeziink el, a
hullam akkor is visszaverddik. Ennek tiszta szemléltetése azonban vizhullamokkal nehéz,
mert a visszaverddo hullamok Osszetalalkoznak a bees6 hullamokkal, és kolcsonhatasuk miatt
a kialakult kép bonyolulttd valik (a hullamok taldlkozasanal fellépd jelenségekkel késObb
foglalkozunk). A problémat ugy lehet kikiiszobolni, hogy csak egyetlen rovid pulzus
terjedését vizsgaljuk.

Vizhullamokkal modellezhetd az az eset is, amikor a hullam egyik kdzegbdl a masikba megy
at. Ezt az teszi lehetdvé, hogy a vizhullamok terjedési sebessége fligg a viz mélységétdl. Ha a
hulldmkad egyik részének aljara iiveglapot tesziink, és ezzel a vizmélységet lecsokkentjiik,
akkor ez a rész a hullamok szamara mas terjedési sebességet, tehat egy ,,masik kozeget”
jelent.

A tapasztalat szerint a sekélyebb vizben a sebesség-, és ennek megfeleléen a hullimhossz is
kisebb (a rezgésido a kozegtdl nem fiigg, igy a 4 = vT Osszefiiggés szerint a terjedési sebesség
¢s a hulldmhossz egymassal aranyos).

KISERLET: P g

Hullamkad egyik felében (az abran a jobboldali rész) a| ++ | +3

vizmélységet lecsokkentjiik, igy két kiilonbozé kozeget hozunk f ﬁ”

létre, amelyeket egyenes hatarvonal valaszt el. A kozeghatarra -

merdlegesen beesd egyenes hullam irdnya a hatdrvonalon vald I I |

athaladasnal nem valtozik meg, de a hullimhossz lecskken. v, voay
2 1

KIiSERLET:

Az eldz6 kisérletet végezziik el ugy, hogy a hullam terjedési
iranya nem merdleges a kdzeghatarra (dbra). Az 1) kozegbe
valéo belépésnél most is megvaltozik a hullamhossz, de
emellett az azonos fazisu helyeket megadd egyenesek
helyzete is modosul (és ennek megfeleléen az erre
merdleges terjedési irdny is mas lesz). A vizsgalt esetben az
a, torési szog kisebb, mint az «, beesési szog.
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KISERLET: L
Ha a hullamkad aljaba egy domboru lencse alakt liveglapot / N
tesziink (4bra), akkor az igy Ilétrehozott ,lencse” a rédesd
sikhullamot egy pontban (a fokuszpontban) gytijti 6ssze. Ez a

kisérlet 1ényegében az optikdbdl ismert gyiijtélencse vizhullam- \
modellje.

Nehezebben valosithatdé meg az a kisérlet, amivel az optikdbdl ismert gombtiikor
modellezhetd, mert a hengeres akadalyrdl visszaverddé hullamok Osszetalalkoznak a beérkezé
hullamokkal, és ez a képet bonyolultta teszi. Itt is segit, ha csak egyetlen pulzust vizsgalunk.

A Huygens-elv, a torés és visszaverddés értelmezése

A visszaverddésnél és torésnél bekovetkezd jelenségek megmagyardzhatok egy egyszerii
modell- és a belSle kovetkezd szerkesztés segitségével, amelyet Huygens' dolgozott ki. A
modell alapétletét az a tény adta, hogy egy pontszerli zavar gémbhullam (két dimenzidban
korhullam) alakjaban terjed. Mivel pedig egy hullimfront minden pontjaban ugyanaz a zavar
jon létre, mint a hulldmforrasban, a hulldmfront minden pontja elemi gémbhullamok
forrasaként foghato fel. Ezt a feltevést megerdsiti az alabbi kisérlet.

KISERLET:

Vizfeliilleten 1étrehozott egyenes hullamok utjdba olyan akadalyt
teszlink amelyen egy — a hullamhosszhoz képest — kis rés van, és a
hulldm csak ezen tud athaladni. Az akadaly tloldaldn ekkor a
résbol kiinduld korhulldmot latunk (4bra).

Ez a kisérlet azt mutatja, hogy a hullamfront kellden kicsi
(pontszerll) szakasza valoban elemi gdmbhullamot (a kisérletben
korhullamot) kelt. Fontos megfigyelni, hogy a korhullam csak a hullamterjedés irdnyaban jon
1étre, visszafelé indul6d koérhullamot nem latunk.

A hullamterjedésnek ezen a tapasztalaton alapulé modelljét a Huygens-elv foglalja 0ssze,
amely szerint egy hulldmfront minden pontjabdl elemi gombhulldmok indulnak ki, és a
mindenkori ) hulldmfrontot az elemi gombhullaimok burkolofeliilete adja. A burkolofeliilet
megrajzolasandl a gombfeliileteknek a hulldm eredeti terjedési iranyaba esd részét kell
figyelembe venni.

A mellékelt abran az lathat6, hogy a ¢

iddpillanatban ~ érvényes  hulldmfrontbol P
hogyan lehet az elemi gombhulldmok |
(korhullamok) segitségével megszerkeszteni a r=cAt t

t + At iddpillanatban érvényes hullamfrontot.

Példaként nézziikk meg, hogy a Huygens-elv segitségével hogyan lehet szamszertien leirni a
visszaverddés és torés szabalyszeriiségeit, amelyeket a fenti kisérletekben tapasztaltunk.

A visszaver0dést az alabbi abra a) részén lathatjuk, ahol egy feliiletre, a feliilet normalisaval
ap szoget bezard iranyban egy sikhullam érkezik. Ezt abban a pillanatban dbrazoltuk, amikor
a hullamfront egy pontja (4) éppen eléri a feliiletet. Az dbran Ar id6 mulva (amikor a
hulldmfront B pontja is elérte a feliiletet) megszerkesztettik a visszavert hulldm
hullamfrontjat a Huygens-elv segitségével. A hulldm haladési iranya a visszaverddés utan a

t+At

! Christiaan HUYGENS (1629-1695) holland fizikus.
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feliilet normalisaval «, szdget zar be. 3 \

Az abrarol leolvashatd, hogy a beesd -\/\,& (1)-- v, 3

és visszavert hullam haladasi irdnya \ %@ g ) \ \{/a
szimmetrikus a beesési merdlegesre, il oy ° b

) % 3 }\B a, v, At

vagyis i <y |

A visszaverddés itt targyalt torvényén \
alapul az optikdban hasznalt tiikrok \, -+
miikddése. 2)--v, 1 e
A b) abran az I kozegben a feliiletre a) b)

beesd hullam atmegy a 2 kozegbe, ahol
haladasi irdnyat a feliilet normalisaval bezart ¢, térési szoggel adjuk meg. A két kdzegben a
hullam terjedési sebessége eltérd: v; és v, Az uj hullamfrontot most a 2 kozegben
szerkesztettiik meg. Az é4brabol kideriil, hogy az 0j kozegbe behatolé (a hatarfeliileten
atmend) hullam torésére érvényes a

sina, v

—r=—L=n,

sina, v,
Osszefiiggés. Az igy bevezetett n;; mennyiség a 2 kozegnek az [ kozegre vonatkozo
torésmutatoja. Ezen a torvényen alapul szdmos optikai eszkoz (pl. lencsék, prizma) miikodése.

A visszaverddés ¢és torés torvényeinek megfogalmazasanal hasznos a hullam haladasi iranyat
jellemzd sugarak bevezetése. A sugar az a vonal amely mentén a hullam altal szallitott
energia terjed. Ez izotrop kozegben az azonos fazisti sikokra merdleges vonal, amely
homogén kozegben egyenes, inhomogén kozegben megtort vagy gorbe vonal. Igy példaul
homogén, izotrép kozegben terjedd sikhulldimban a sugarak az azonos fazisi sikokra
merdleges, egymassal parhuzamos egyenesek, gombhulldimban pedig a forrasbol kiinduld
sugariranyi egyenesek. A hulldmnak egy véges feliileten atmend részét sugarnyalabnak
nevezik (ez valoban a sugarak egy

nyalabja). beesési beesési
A visszaver6dés és torés fent megallapitott merdleges merdleges
szabadlya a sugarak segitségével s f

megfogalmazhato6. A visszaverodés h ] N
iy . , bees6\, |, /Visszavert  bees6X
torvénye ebben a megfogalmazasban ugy b

hangzik, hogy egy hatarolo feliiletre beesd sugar  sugar

sugdr @, beesési szoge (a) dabra) 2
megegyezik az «, visszaverddési szoggel,

o
®

, L , , . Y , - megtort
¢€s a beesési sugar a beesési merdlegessel €s "\ sugar
a visszavert sugarral egy sikban van. A
torés torvénye pedig ugy fogalmazhatéd ) b)

a

meg, hogy a hatarfeliiletre beesd sugar o
beesési szoge (b) abra) és a hatarfeliileten atmend sugar o
sina,,

torési szoge kozott a mar targyalt =n,, Osszefliggés

sine,
all fenn, a beesési sugar a beesési merdlegessel és a megtort
sugarral egy sikban van.
Ezek a torvények nagy mértékben megkonnyitik a térésen és
visszaverddésen alapuld optikai eszkozok  (pl. prizmak, |9
tiikrok, lencsék) miikodésének megértését és tervezését.

A W N =
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Ha a kozeg inhomogén, akkor a torésmutatd valtozasa miatt a sugarak irdnya valtozik.
Réteges kozegben az irdnyvaltozds tobbszordsen megtort sugarakat eredményez (ébra),
folytonosan valtozo kozegben a sugarak folyamatosan gorbiilé vonalak.

Visszaverodés és torés leirasa a Fermat-elv segitségével

A visszaverddés €s torés torvénye megkaphat6 az un. Fermat-elv segitségével, amely szerint
két pont kozott egy hulldmban felvett sugdr mindig olyan utvonalon halad, amelyen az egyik
pontbodl a masikba a legrévidebb ido alatt jut el.

Ez matematikailag az 4bra jeldléseivel a kovetkezOképpen fogalmazhatd meg.

Az A és B pontok kozotti utvonalon kivalasztott ds szakasz befutasahoz sziikséges id6

=5
v

ahol v a hullam terjedési sebessége ezen a szakaszon. Az 4 és B kozotti ut befutasanak ideje
az L1 péalyan 5

B
(1
TAB —-j;;ds

A

(integralni azért kell, mert a sebesség fiigghet a helytdl).
A Fermat-elv szerint a hulldm azon az L Gton halad, amelyre

B

1 :

thy = J—ds = minimum . :‘

WV A

Ez az eddigi problémdkhoz képest Ujszeri feladat: nem egy integralt kell meghatarozni,

hanem egy utvonalat, amelynél az integrdl minimdalis (matematikailag ez egy un.
variacidszamitasi feladat).

sk sk ot sk sk ok st stk o ok sk sk ok sk s o st sk s ok ok ok sk ok stk sk o sk st sk sk o sfeoskok sk sfeok skok ok
Az elv az optikaban a fényut meghatarozasara hasznalhatd, és mas modon szoktdk megfogalmazni. Ha egy
valasztott referencia kozegben a hullam terjedési sebessége Vv, , akkor a vizsgalt kozeg abszolut térésmutatdja
v, 1 _n Cian
n=— igy —=— . Ezzel a futasi idére a
v VoV,

dt = inds
Vo

kifejezést kapjuk. Az itt szerepld nds mennyiséget optikai uthossznak nevezik, és ezzel az A és B pontok
kozotti futasi id6 egy L palyan

B
1
TAB = ndb
Vo "
Mivel v, allandé, a Fermat-elv a
B
L L
T g = J.nds = minimum
4
alakba irhato, vagyis a hullam Ggy halad, hogy az optikai ithossz a lehet6 legkisebb legyen.
3k o e sfe ok sk sk ke sk skoskok sk sk 3k sk sfe ok sk sk seoskosk skoskosk sk sk sk e sfe sk ke ook ke sk sk skok ok

Hullamterjedés homogén kizegben
Az elv alapjan konnyen belathatd, hogy homogén kozegben a hulldm egyenes
vonalban terjed, hiszen ekkor
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Tl
J.— = —Ids = minimum .
v
4 Vi
Ekkor tehat az 4 és B pontokat 6sszekotd vonal hosszanak kell minimalisnak lenni, ez
a vonal pedig a két pontot 6sszekotd egyenes.

Hullamterjedés kiozeghatdaron torténd dthaladdsnal
Koénnyen levezethetd a Huygens-elvvel korabban mar megkapott térési térvény is. Két
kiilonb6z6 kozegben 1évé A és B pontok kozott a hullam haladési ideje az ébra

jeloléseivel az alabbi modon irhato fel Ae
s, S |
Typ =747, =42, i 31
v, v, a a,
Az x-koordinataval kifej ezve ‘ X );(B . X
X i
\/ a’+(x—x,) \/ b? +(x, - A |
Vi 3
A feladat a wvalodi utnak megfelelo x| N | B
koordinata és abbol az «;, beesési- illetve «,
torési szog meghatarozasa.
A Fermat-elv szerint a valodi uton 7 ,; minimalis, vagyis
dt
—AE =),
dx
A differencialas elvégzése utan azt kapjuk, hogy
drp 1 X=X, 1 Xp—Xx _0
dx v, \/a2+(x—xA)2 V2 \/b2+(x3—x)2
Felhasznalva, hogy

sinay, = €s sina, = ,
\/612+(X—XA)2 \/b2+(x3—x)2

végiil valoban az ismert

sina, v,

sina, v,
torési torvényt kapjuk.

Hullamterjedés kozeghatdrrol torténd visszaverddésnél

A visszaverddésre vonatkozod torvény a mellékelt dbra alapjan teljesen hasonlé mdédon
kaphatd meg, ha az «, torési szoget az «,
visszaverddési  szoggel  helyettesitjiik, ¢és
figyelembe vesszilkk, hogy a hullam a
visszaverddés utan is ugyanabban a kozegben
terjed, vagyis v, =v, =v.

Ekkor a

sz'n a4 _,
sina,

Osszefliggeést kapjuk, amibdl kovetkezik, hogy
ab = OCV .



TOTH A.: Hullamok/2 (kibévitet dravazlat) 27

A visszaverodési és torési torvény levezetése a hullamfiiggvény segitségével

A visszaverddés és torés torvényét mar levezettik a Huygens-elv és a Fermat-elv
segitségével. Most bemutatjuk, hogy hogyan lehet targyalni a kdzeghatarhoz érkez6 hullam
viselkedését a hullamfiiggvény segitségével.

Vegyiik fel a koordindtarendszeriinket ugy, hogy az /
¢és 2 kozeget elvalasztd hatarfeliilet az xz-sikba-, a beesd
hullam k, hullamszam-vektora pedig az xy-sikba essen

(abra). Az xy-sikot beesési siknak nevezik.
A Dbeérkezd hullamot harmonikus sikhullamnak
tételezziik fel, amelynek hullamfiiggvénye

Wy (r.t)=A,cos(awt—K,r). 9
A tapasztalat szerint, ha egy harmonikus sikhullam
megérkezik a két kozeget elvalaszté hatarfeliiletre,
akkor a beesd hullam mellett keletkezik egy visszavert-
és egy ateresztett (megtort) sikhullam is, amelyeknek
hullamfiiggvénye

xY

v, (r,t)=A, cos(at—K,r)
illetve
w,(r,t)=A4 cos(at—K,r).
Itt k, és k, a visszavert- és az atmend hullam hullamszam-vektora.

Mivel a kozeghatar két oldalan terjedé hullamok a feliilleten azonos valtozast okoznak, a
hulldmfiiggvényekre a feliileten fennall, hogy
Wy (T.t)+y, (T,1) =y, (1,1).
Mivel a zavarok a feliilet minden pontjan, minden pillanatban azonosak, a hulldmok fazisa itt
nem kiilonbozhet egymastol, vagyis
ot —Kr, =at—K r=awt—K,r.
Ebbdl kovetkezik, hogy
kr, =k, r=k,r.
Az itt szerepld vektorok komponensei a kovetkezok:
r(x,0,z), mert a hatarfeliileten vagyunk, és ez az xz sikban van,
Ky (ke ky, 0), mert a koordinatarendszer valasztasa miatt az xy sikban van,
K, (k. k,, k, ), mert ennek irdnyat nem tudjuk,
K,(k, .k, k. ), mert ennek irdnyat sem tudjuk.
A fazisok egyenldségébdl két fliggetlen egyenletet kapunk:
kr, =k,r és kr, =Kk,r.
Behelyettesitve a vektorok komponenseit, az alabbi dsszefliggéseket kapjuk
kpx=k,x+k,z
kpx=k.x+k,z,
atrendezés utan pedig
(e~ )5~k 2 =0
(kpe =k )x—k.z=0.
Mivel x és z tetszOleges, ezek az egyenletek csak ugy allhatnak fenn, ha x és z egyiitthatoi
nulldk. Ebbdl egyrészt az kdvetkezik, hogy
k,=k,=0,

vz y4
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tehat a visszavert és atmend hullamok hullamszam-vektorai (k, és K, ) az xy sikban vannak.
Masrészt
Ky = ke
kpe =k
Utobbi két egyenlet a
k, sin$, =k, sin9,
k, sin'$, =k, sin9,
alakba is atirhato.
Mivel a beesd- és a visszavert hulldm is az / kozegben terjed, hullamszdm vektoraik

megegyeznek (k, =k, =—), ezért az els6 egyenlet azt jelenti, hogy sin$, =sin§,, tehat
Vi
megkapjuk a visszaverddés ismert
4, =39,
torvényet.
A masodik egyenletbdl pedig a k, =—, k, =— Osszefiiggések felhasznalasaval a szintén a
Vi Vs
jol ismert torési torvényt kapjuk:
sing, k" v,

sin§, ok Z
Az ismert Osszefiiggések mellett ebbdl a levezetésbdl az is kideriil, hogy ha a hulldm
terjedését a hullamszam-vektorokkal parhuzamos sugarakkal irjuk le, akkor a fenti eredményt
ugy fogalmazhatjuk meg, hogy a beesd, a visszavert és ateresztett sugar is a beesési sikban
van.

s sk ske sk sk sk sk sk sk skeskoskoskosk s sk ske sk sk sk skoske sk skeoskeskeoskoskosk st sk ste sk ske sk sk skoskoskosk sk skoskok

Intenzitasviszonyok hatarfeliiletrél torténd visszaverédésnél és hatarfeliileten torténé athaladasnal

A torésre és visszaverddésre vonatkozo fenti megfontolasokbodl az is kovetkezik, hogy a hatarfeliileten a beeso-,
visszavert- és ateresztett hullamok amplitudoira fennall, hogy

A +A =4,
Ahhoz, hogy az amplitidokat meg tudjuk hatdrozni, a hatarfelilleten vald athaladasnal tovabbi fizikai
Osszefiiggésre van sziikségiink. Felhasznalhatjuk az energiamegmaradas tételét, amely szerint a bees6 intenzitas

(Ip) megegyezik a visszavert (I,) és az ateresztett (I;) intenzitdsok dsszegével:
I,=1,+1,.

Behelyettesitve az intenzitasokra érvényes

1, :iP1AIf(02"1
2

J 1 A0’

b_Epl v @V

1 2 2
I, = EpzAz v,
kifejezéseket, az alabbi egyenletet kapjuk
2 2 2
PV (Ab — 4, ): PV A7

Ez az

A+ A, =4,
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egyenlettel egyiitt lehetdséget ad az ismeretlen A, és A, amplittddok meghatarozasara. A két kozeg stirliségét

(P;,P5), a hullamok terjedési sebességét a két kozegben (v;, V,) és a beesd hullam amplitadojat ( A4,,)
ismertnek tételezziik fel.
A két egyenletbdl pl. A, -re masodfoku egyenletet kapunk, amelybdl a visszavert amplitado:
_PiVi—PrV2
A, =—4,.
PV TPV
Ennek felhasznalasaval az ateresztett hullam amplitudojara azt kapjuk, hogy
2p,v
A, = _ APy -
PiVitP2V2

A hanghullamok vizsgélatdnal hasznos egy kozeg hullim-impedancidgjanak vagy akusztikai keménységének
bevezetése, amelynek definicioja:

zZ=pv.
Az elnevezés onnan szarmazik, hogy ez a mennyiség a hullamterjedésnél formalisan a valtéaramua aramkorokben
hasznalt impedanciahoz hasonlé szerepet jatszik. Ezzel az amplitadok:

z,—z
_Z172%
A, =—+
2z
_ I
A, =——.

A hullamterjedésnél fontos lehet a hullam altal szallitott energia visszavert illetve atment hanyadanak ismerete,
amit az R reflexios- illetve a T transzmisszios tényezével szokas megadni. Ezeket az intenzitdsokkal definialjak:

I 5 02
271 Vi _(z-2)

R::—l-: =
2
]b épla)ZV]A[f (ZI+ZZ)
TZQZM:]_I_VZI_RZQ#
I, I, 1, (z,+2,)

Ezekbdl a kifejezésekbdl lathato, hogy a z; << z, illetve z;, >>z, esetekben T =0 és R~ 1, vagyis a

hullam gyakorlatilag nem hatol be a masodik kozegbe, hanem visszaverddik onnan. Ez az eset all el6 példaul, ha
egy hanghullam levegé és szilard anyag hatardhoz érkezik, hiszen az akusztikai keménységek nagysagrendje:

k; k;

Ziama © 1 07—5, Zgsr * 1 02—5). Ha azt akarjuk, hogy a hang behatoljon a masik kdzegbe, egy
m°s m°s

A i folyadékré Slszerti alkal i ~10° ke

atmeneti folyadékréteget célszeri alkalmazni Z ;461 ~ e

Ha a két kozeg akusztikai ellendlldsa kozel azonos (z; = z,), akkor a hullim majdnem teljesen 4athalad a
hatéaron, és gyakorlatilag nincs visszavert hullam.

s sk sk sk ki sk ke sk sk sk skoskoskook sk ok sk sk ok okoskeoske sk sk sk sk skoskock st sk sk s s s skoskosk skoskokokokok



TOTH A.: Hullamok/2 (kibévitet dravazlat) 30

Hullamok talalkozasa, interferencia

Ha a tér egy pontjdban két hulldim van jelen, akkor hatdsuk ott valamilyen modon
0sszegzddik. A hullamok dsszeadodasat interferencianak nevezik.

Ha a szuperpozicio elve érvényes (és szélsdséges esetektdl eltekintve altaldban érvényes),
akkor adott helyen (r), a hullamok altal okozott valtozds minden iddpillanatban (7) a két
hullam 4ltal kiilon-kiilon okozott valtozdsok 0Osszege, vagyis a két hullamfiiggvény
egyszerlien Osszeadhato:
w(rt) =y, (r,0)+y,(r.e).

Ezt a feltevést elfogadva, most az interferencia néhdny egyszeri esetével foglalkozunk:
megvizsgaljuk pontszerti forrasokban keltett gombhullamok (két dimenzioban kérhullamok)-
¢s rugalmas kotélen terjedd, egydimenzios hullamok interferenciajat.

Egy-egy pontforrasban keltett két gombhullam interferenciaja

Altalanos kovetkeztetések levonasara is alkalmas példaként vizsgaljuk meg két pontforrasbol
indul6, azonos w korfrekvenciaji, harmonikus gémbhullam (vagy kérhulldm) interferencijat.

Az amplitudo térbeli eloszldsa, az interferenciakép
Tegyiik fel, hogy az abran lathaté O; és O, forrasokban létrehozott két rezgés
amplitudoja kiilonbozo, és koztiik ¢ faziskiilonbség van, igy a rezgések idofliggését az
f,(t)= A4, cos awt
Sfo(t)=A4,cos(omt+¢) E
fiiggvényekkel adhatjuk meg. .
Ha feltételezziik, hogy a vizsgalt térrészben a . \‘f 2
hullamok amplitidojanak csokkenése még nem . \
szamottevo, akkor a két hullam hullamfiiggvénye \‘
w,(r,t)= A, cos(wt—kr,) 6 d 6
1 2
W,(ry,t)=A,cos(wt—kr,+¢)
alakban irhato fel. Az interferencia eredményét egy
tetszOlegesen valasztott P pontban szamitjuk ki.
Az ered6 hullam a P pontban a szuperpozicio elve szerint:
w(Pt)=y,(r,t)+y,(r.t).
Ez attekinthetébb alakban irhato fel, ha felhasznaljuk a rezgések Osszegzésénél a
forgovektoros modszerrel kapott dsszefiiggést:
A, cos(at+a, )+ A,cos(at+a,)=Acos(wt+a)

ahol

A= 4} + 43+ 24,4, cos(a, -0, )

A sina, + A4, sina
toa = 1 1T A 2

A, cosa,+A,cosa,
Most az o, = —kr, és a, =—kr, + ¢ fazisszogek adott helyen allandok, igy « is az.
Ezzel az eredd hullam:
ly(P,t):\/A[2 + A +2A,A, cos(kr, —kr, + @) -cos(aot+ o).

A P pontban tehat e korfrekvencidji harmonikus rezgés jon 1étre (a kifejezés masodik
tényezoje), amelynek amplitudodja (az elsd tényezd) a helytdl fiigg:
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A= 47 + 42 + 24,4, cos(kr,—kr, +@) = A(P) = A(r,,r, ).
Az amplituiddo maximalis lesz akkor, ha a négyzetgyok alatti kifejezés maximalis,
vagyis ha cos(kr,—kr,+¢@)=+1. Ekkor A _=A4,+A4,, vagyis a két hullam
amplitidoja 0sszeadddik. A koszinusz fliggvény tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy
maximalis amplitddo ott alakul ki, ahol
kr,—kry+@=xn2rm,

vagyis a két hullam 4ltal a taldlkozasukig megtett utak As, = =r, —r, kiillonbsége:

As, =tnd——2-} (n=0123..).
2r

Hasonloan belathatd, hogy a minimalis amplittdé A4, = A4, —A4,, amely azokon a

min

helyeken jon létre, ahol a hullamok kozotti Gtkiilonbség

As =+ l) Lt (n=0123.)
2 &2
Ha a hulldmok k6z6tt nincs faziskiilonbség (¢=0), akkor a két feltétel egyszeriibben

megfogalmazhat6:

maximalis amplitudo ott jon létre, ahol a két hullam As utkiilonbsége a hullamhossz
egész szamu tobbszorose: As, —=+nA

minimalis amplitudo pedig ott, ahol az utkiilonbség a félhullamhossz paratlan szamu

tobbszorose: As,,;, =+(2n+1 )% .

Ha a ¢ faziskiilonbség id6ben allando, akkor a fenti egyenletekbdl azt kapjuk, hogy a
maximalis és minimalis amplitidoju (intenzitasu) helyek sikban terjedd hullamoknal
egy-egy idoben allandé helyzetii hiperbola-seregen helyezkednek el, hiszen az
r, —r, = allando Osszefliggés hiperbola egyenlete.
Az 4bran a ¢ =0 eset lathato. A két forrasbol
kiinduldé korhullamok maximalis amplitadoja
vonalait  folytonos kordk, a minimalis
amplitadoja helyeket szaggatott vonallal rajzolt
korok mutatjdk. Vastag vonalak jelzik az

|r1 - r2| =m 4 feltételnek megfeleld
2

hiperboldkat. A maximalis amplitadoju helyek
az m=0,2,4,6 értékeknek megfeleld folytonos
vonalakon  talalhatok. A két  hulldm
utkiilonbsége ezeken a helyeken a hulldmhossz
egész szamu tobbszOrdse. A minimalis
amplitddoji helyek az m=1,3,5 ¢értékeknek
megfeleld szaggatott vonalakon helyezkednek el. Itt az utkiilonbség a félhullamhossz
paratlan szdmu tobbszorose.

Ha ¢ #0, de alland6, akkor is hiperbolédkat kapunk, csak ezek az abran lathatd

hiperboldkhoz képest eltolt helyzetiiek lesznek.
Térbeli terjedés (gdmbhullamok) estén a maximalis és minimalis amplitudoju helyek
forgasi hiperboloidokon helyezkednek el, amelyeket a fenti hiperboldknak az O, - O,
egyenes koriil torténd forgatasaval kapunk meg.
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Intenzitdseloszlds a forrdsoktol tavol

Az intenzitaseloszlas egyszerlien kiszamithato, ha a pontforrasoktdl nagy tavolsagban,
a forrasokat 0sszekotd egyenessel parhuzamos egyenes (az abran az x-tengely) mentén
vizsgaljuk, és az interferenciat csak kis x-tartomanyban vizsgaljuk (a & szog kicsi).
Ekkor a mellékelt sematikus abra jeloléseivel azt kapjuk, hogy

sin$=~tg8= % X

illet 2
illetve ) 0,

sind~ 12 9 S r

d
Ebbdl az ©
— —~ o

L~ 7 dr2 D o, r1_r290

kozelitd Osszefiiggést kapjuk. 2

A maximumhelyek x-koordinatai eszerint

A

x“ ~+n=D,
d

a minimumhelyeké pedig
~ A
x"~+(2n+1)—D.
n ( ) 2

Ezek az Osszefliggések akkor hasznalhatok, ha x és d sokkal kisebb, mint D, vagyis a
forrasok egymastol mért tavolsaga kicsi, a megfigyelés helye a forrasoktol tavol van,
¢s az interferenciat csak az O centrum kozelében vizsgaljuk.

Az r,—r, = asin9 Osszefiiggést felhasznalva az intenzitas szogfiiggése az
1= 21,(1+ cos(kr, —kry )= 21,(1 + cos(kd sin9)) = 21(,(1 + cos(_zﬂdjlngjj
alakba irhato.

, o o 1 o . ..
Ez tovabb egyszertisithetd, ha felhasznaljuk az [+ cosa =2cos’ — trigonometriai

Osszefliggést:

I1=41 cosz(ﬂa sinSj
’ Yl

r,—r . . . fe s 1 . s s .
L2 D~Dsing osszefiiggés segitségével az intenzitds helyfiiggésére is

Az x=

kaphatunk egy egyszertibb kifejezést:
1(x)
1=41 cosz(ﬂxj .
0 DA 41

0

Az intenzitds tehat az ernyén periodikusan
valtozik, maximalis értéke az 0Osszetevo
hullamok intenzitasanak 4-szerese (abra). X

Ha az interferenciaképen megmérjiik a maximalis amplitad6ja helyek Ax tavolsagat
akkor meghatarozhatjuk a két forrasban keltett hullamok hullimhosszat. Erre a

AD
_ max _ _max _
M =x,.; —x, ——d
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Osszefliggés ad lehetdséget, amibol a hulldmhosszra azt kapjuk, hogy

=g
D

Ha tehat ismerjiik a forrdsok egymastol mért d tavolsagat és a megfigyelés sikjanak a
forrdsoktol mért D tavolsagat, akkor a Ax tavolsdg mérésével a hulldmhossz
meghatarozhatd. Ez a lehetdség kiilonosen fontos az optikédban, ahol a hulldmhossz
kozvetlen megfigyeléssel nem hatarozhatdo meg. Az éabran sematikusan azt is
feltlintettiik, hogy ha a két hullamforrast Osszekotd egyenessel parhuzamosan
haladunk, akkor az amplitido jellegzetes — maximumok €s minimumok sorozatabol
allo — helyfiiggést mutat.

A két pontforrasbol induld korhulldmok interferencidja vizhullam kisérletekkel jol
szemléltethetd.

KIiSERLET:

Vizfelillet két pontjdban egyidejiileg azonos fazisi rezgéseket keltiink, ¢és
megfigyeljiik a keletkez6 korhullamok interferencidjat (dbra). Az interferenciaképen
jol lathatok azok a vonalak, amelyeken a maximalis- és minimalis amplitadéju helyek
talalhatok (a kozépre berajzolt fiiggdleges vonal maximumhelyeket jeldl ki).

crer

A hullamok interferenciajanal kialakulo
jellegzetes, allandosult amplitado-helyfliggést
interferenciaképnek  nevezik.  Allanddsult
interferenciakép azonban csak akkor alakul ki,
ha a hullamok kozoétti faziskiilonbség iddben
nem valtozik. Az allandé faziskiilonbségli —
tehat allandosult interferenciaképet 1étrehozo —
hulldmokat koherens hullamoknak nevezik.
Interferencia természetesen akkor is létrejon,
ha az interferdld hulldmok faziskiilonbsége
nem allando, de ekkor tobbnyire az interferenciakép is olyan gyorsan valtozik, hogy
nem figyelhetd meg.

Az eredé hullam amplitadojanak helyfliggésére vonatkozd egyenletet négyzetre

emelve, az A° = A12 + A22 + 24,4, cos(kr, —kr, + ¢ ) 6sszefliggést kapjuk. Korabban
mar volt réla sz6, hogy a hulldm altal széllitott energia aramstirlisége, az [ intenzitas,
az amplitddo négyzetével aranyos, vagyis a taldlkoz6 hulldmokra és az eredé hullamra
fennallnak az alabbi 0sszefliggések:

1, =C4;, I,=CA4;, I=C4".
Ezeket az 6sszefliggéseket figyelembe véve, az amplitidora vonatkozd egyenletbdl az
intenzitdsokra az alabbi 6sszefiiggést kapjuk:

I=1,+1,+2,/1,1, cos(kr;—kr,+¢).
Az interferenciandl tehat az eredé hulldm 7 intenzitdsa nem egyszerlien az interferalo

hullamok 7; és I, intenzitdsainak Osszege, hanem megjelenik egy — a helytdl és a
hulldmok faziskiilonbségétdl fiiggd —interferencia-tag.

Ha a ¢ faziskiilonbség idében valtozik, azaz ¢ =@(t), akkor adott helyen (7, ;) a
talalkoz6 hullamok eredd intenzitésa is fliggni fog az 1d6tol
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Ha tehat a hullamok nem koherensek, akkor az intenzitas-eloszlas idoben valtozo lesz,
vagyis nem alakul ki allandosult interferenciakép.

Ha a faziskiilonbség minden szabalyszerliség nélkiil, véletlenszeriien, és a megfigyeld
(vagy a mérdeszkoz) reakcioidejéhez képest gyorsan valtozik, akkor a megfigyeld az
atlagos intenzitast észleli. Mivel ekkor az interferencia-tagban szerepld
cos(kr, —kr, +@(t )) idébeli atlaga nulla, a megfigyelt intenzitds a két hullam

intenzitasanak Osszege lesz: [ =1, + I, . llyenkor interferenciakép helyett egyenletes

intenzitas-eloszlast észleliink. (Ez az oka annak, hogy két kozonséges lampa fényének
interferencidjat nem észleljik: a lampak fényében a hullamok faziskiilonbsége
véletlenszeriien valtozik, két ilyen ldmpa nem koherens fényforras.)

A két pontforrasban keltett gombhulldmok interferencidjaval kapcsolatban még egy
kérdést érdemes tisztazni. Eddig nem foglalkoztunk azzal, hogy hogyan befolyasolja
az interferenciat a hullamforrasok egymastol mért d tavolsaga. Nyilvanvalo, hogy a két
hullam utkiilonbsége nem lehet nagyobb, mint a d tavolsag. Ebbdl kovetkezik, hogy d

csOkkenésével egyre kevesebb olyan hiperbola lesz, amelyen teljesiil az |r, - r2| = mi

2
feltétel, vagyis csokken a maximalis- és minimalis amplituddji helyeket megadd
hiperbolédk szama. Ez az interferenciaképet megvaltoztatja.

Ha elérjiik a % <d < A értéket, akkor a fenti feltételnek mar csak harom utkiilonbség

A A . .
felel meg: a — X alésa+ 5 vagyis kozépen lesz egy maximumhelyeket 6sszekotd
egyenes és két minimumhelyeket 6sszekotd hiperbola. Ha a forrdsok tdvolsagat tovabb
csOkkentjiik, és elérjiikk a d < % értéket, akkor ez a két minimum-hiperbola is eltlinik,

mert a gyengités feltétele sehol nem teljesiil.

A tavolsag tovabbi csokkenésénél a hullamtér barmely pontjan egyre kisebb lesz a
hullamok utkiilonbsége, ¢és a jellegzetes interferencia nem észlelhetd: a két pontforras
olyan hullamot hoz létre, mintha csak egyetlen forras volna.

Pontforras-sor altal keltett hullimok interferenciaja

Sok pontforrasbol induld, azonos frekvencidji és amplitudoja gémbhulldmok interferencidjat

abban az egyszerii esetben vizsgaljuk, amikor a pontforrasok egy
egyenes mentén egymastdl azonos a tavolsagban helyezkednek el
(abra), nincs kozottiik faziskiilonbség, €s az interferenciat a forrasoktol
nagyon nagy (elvileg végtelen) tavolsagban vizsgaljuk.

Ilyenkor az egyes pontokbol kiinduldé hulldmok akkor erdsitik

W

egymast, ha az utkilonbségik a hullamhossz egész szami ¥ g
tobbszordse. Az abrabol lathatd, hogy ez olyan irdnyokban teljesiil, @ ‘%//:

amelyekre fennall, hogy

Azaz

As, =asin9, =nk,

N

sin8, =n—.
a

Mivel a hulldamok amplitiddja azonos, a maximalis amplitid6 — a két pontforras esetéhez
hasonloan — az egyes amplitidok Osszege lesz. Ha N szdmu, 4 amplitudoji pontforrds van,
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akkor A, = NA (Ennek megfeleléen a maximalis amplitdddji irdnyokban az intenzitas

I =N’I ahol I az egyes forrasokbol érkezé hullamok intenzitasa).

A maximalis amplitaddju irdnyok kozott minimalis (esetiinkben nulla) amplitadéja iranyok
talalhatok, igy a  pontforrasokat
Osszekotd egyenessel parhuzamosan

haladva — a két pontforrds esetéhez N=8

hasonléan — az amplituddé periodikus

térbeli valtozasat tapasztaljuk. -2 -1 0 1 2 N

A mellékelt &bran a  kiilonb6zd N
asin 9 L, . nagyon

n= 7 értékekhez tartozo nagy

maximalis  intenzitasok lithatok 2 -1 0 1 2

kiilonb6z6 szdmu (N) pontforras esetén.

Az N=8-nak megfeleld abra a fenti szamitassal nem egyezik. Ennek az az oka, hogy az ered6
hullam amplituddjat nem szamitottuk ki, igy csak a fomaximumok helyét tudtuk meghatarozni.
Ha a hullamokat valéban 6sszegezziik (pl. a forgévektoros modszerrel), akkor kideriil, hogy a
fomaximumok kozott joval kisebb amplitiddji mellékmaximumok is vannak. Ezek
intenzitasa a forrasok szamanak novelésével csokken: igen nagy szamu forrds esetén a fenti
abra also részén lathatd, mellékmaximumok nélkiili eloszlast kapjuk.

Az interferencia latvanyos megnyilvanuldsa az, hogy vékony hartyakrol (pl. olajréteg a viz
feliiletén) visszaverddd fényben szines csikokat latunk. Ezt a
hartya két oldalarol visszaver6dd fényhullamok interferencidja
okozza (&bra): a hartyarol a szemiinkbe érkez6 b ¢és c
fényhullamok kozott Gtkiilonbség van, ami fiigg attol, hogy  levegd
milyen szOg alatt néziink a hartyara. Egy adott sz0g esetén az
erdsités feltétele (az utkiilonbség a hullamhossz egész szdmu
tobbszorose) csak egy bizonyos hullimhosszra (szinre) teljesiil, viz

igy ebbdl az iranybdl ezt a szint latjuk. A hartya kiilonb6zd

pontjairdl — tehat kiilonbozé szog alatt — a szemiinkbe érkezd fénynél az erdsités feltétele
kiilonb6z6 hulldmhosszakra teljesiil, ezért latunk kiilonbdzo szinii sdvokat.

hartya

Egy egyenes mentén egy iranyban terjedo két harmonikus sikhullam interferenciaja

A hullamok interferenciajanak gyakori esete az, amikor az Osszetalalkozé két sikhulldm
ugyanazon egyenes mentén terjed. Vizsgaljuk meg az interferenciat abban az egyszeri
esetben, amikor a kdzeg homogén, ¢és a hullamok frekvenciaja (és hullamhossza) azonos.
Példaként ismét egy rugalmas kotélen terjedd transzverzalis hullam szolgal.

KISERLET:

Egy Y alakban kiképezett rugalmas kotél szarat
rogzitjiik (dbra), és két azonos hosszusagu aganak O; és
0, végén rezgetéssel hullamokat keltiink. A hulldmok az
agakon végigfutva k6z0s szakaszon haladnak tovabb, és
Osszegzddnek.

Ha az Y két végét az 6sszekotod rad segitségével azonos
fazisban rezgetjiik (a) dbra), akkor a k6zos szakaszon az
amplitadok Osszeadodnak, ellenkezd fazisban torténd
rezgetésnél (b) abra) a kozos részen a hullamok kioltjak
egymast. Az dbran az ered6 hullamot vastag vonal jelzi.
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A kisérletbdl latszik, hogy a hullamok interferenciaja egyarant vezethet a hullam
amplitadojanak novekedéséhez és csokkenéséhez (sét eltiinéséhez)'. Az a tény, hogy két
hullam o0sszeadasa a hulldim megszlinését eredményezheti, a hullamok  jellegzetes
tulajdonsaga.

A megfigyelt erdsités azzal magyarazhatd, hogy az azonos fazisu forrdsok esetén a két azonos
utat befutott hulldm azonos fazisban taldlkozik, igy a rezgések a kozos részen mindeniitt
azonos fazisban zajlanak, és erdsitik egymast, a rezgési amplitidoék mindeniitt 6sszeadodnak.
A gyengités oka az, hogy az ellenkezd fazist forrdsbol jové hulldmok ellenkezd fazisban
talalkoznak, igy a rezgések mindeniitt ellenkezd fazistak, és gyengitik (azonos amplitadd
esetén kioltjak) egymast.

Az interferencianak ezt az esetét egyszerlien targyalhatjuk, ha a két pontforrasra vonatkozé
szamitas specialis estének tekintjiik, és az interferenciat csak a két pontforrast 0sszekotd
egyenes mentén vizsgaljuk.

Ha az x-tengelyt az O, — O, egyenesen vessziik fel, és a nulla pont o, 0

az O; forras helyén van (4bra), akkor a két pontforrasra vonatkozo 0 d X
egyenletekbdl az r,=x, r,=x—d helyettesitéssel kapjuk a

sikhullamokra vonatkoz6 eredményt.
Eszerint az erdsités feltétele:

d=+ni-2 2 n=0123 ),
2r
a gyengitésé pedig
d=+(m+1)%_-22 n=0123..).
2 2

Erdemes két specialis esetet megvizsgalni:

ha a hullamok ko6zott nincs utkiilonbség (mint a korabban leirt kisérletben), akkor d = 0, tehat
a hulldmok akkor erdsitik egymast, ha faziskiillonbségiik ¢ = tn2x (a kisérletben n=¢ =0
volt), és akkor gyengitik egymast ha ¢ = +(2n + 1) (a kisérletben ¢ = 7 volt),

ha a hulldmok kozott nincs faziskiilonbség, akkor ¢ =0, tehat a hullimok akkor erdsitik

egymast, ha az utkiilonbségiik d =nA, és akkor gyengitik egymast, ha d = (2n + 1 )%.

Kozeghatar felé halado- és visszaver6do sikhullimok interferenciaja, allohullamok

Eddig feltételeztiilk, hogy az egymassal kolcsonhatidsba 1épd hullamok olyan nagy méretii
kozegben terjednek, hogy a kozeghatarrol vald visszaverddés elhanyagolhato. Ez a
valdsagban altalaban nem igy van (emlékezziink az el6z6 pontban ismertetett kisérletre, ahol
ebbdl bonyodalmak szarmaztak). Mivel ez elvileg és gyakorlatilag egyarant fontos eset, most
megvizsgaljuk egy hatarfeliilet felé haladd- és az onnan visszaverddd sikhullamok
talalkozasanal fellépd interferenciat.

A kialakul6 hulldmkép nagyon jol szemléltethetd rugalmas kotélen terjedd hullamokkal.

' Mint korabbi kotél-kisérleteinknél is elfordult, a rogzitett végrol torténd visszaverédés miatt itt is
allohullamok jonnek Iétre, amelyekkel késébb foglalkozunk. Ez azonban a levont kdvetkeztetéseket nem
befolyasolja.
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KISERLET:

Rugalmas kotél egyik végét rogzitjilk, masik végét
megfogjuk, €s lassu rezgésbe hozzuk. Ekkor a kotélvég
fel¢é halad6 ¢és onnan visszaverdd0 hulldmok
interferencidja  altaldban  rendszertelen hulldmzast
eredményez. |
Ha a rezgetés frekvenciajat noveljiik, akkor bizonyos
frekvencidknal sajatos hullamalakzatok jonnek Iétre.
Vannak helyek amelyeknek a kitérése mindig nulla, ezek
a  csomopontok. A kozottik  elhelyezkedd
kotélszakaszokon  mindenegyes pont ugyanolyan
fazisban rezeg, de az amplitido a hely fiiggvényében P
valtozik. Nincs rezgés a csomdpontokban, és maximalis N—" N\
amplitadoji  rezgés van a csomopontok kozotti
szakaszok felezOpontjaban, ezeket duzzadohelyeknek
nevezik.

Az abran feltlintettiink néhany  jellegzetes
hulladmalakzatot.

A kisérletben kialakult hullamalakzat sajatossaga az, hogy — szemben a zavartalanul terjedd
hullammal — az azonos fazisu helyek nem mozognak, a kotél ugy viselkedik, mintha nem is
terjedne benne hullam. Ezt a hullamalakzatot ezért allohullamnak nevezik. (Az eddig targyalt
hullamokat megkiilonboztetésiil gyakran halado hullaimoknak hivjak.)

A jelenséget a kozeghatdr fel¢ haladd és onnan visszavert hullamok interferencidjanak
vizsgalataval értelmezhetjiik.

Tegytik fel, hogy a kotélen egy harmonikus sikhulldm (y,(x,t)) az x-tengellyel szemben, a

rogzitett kotélvég felé mozog, és visszaverddése kovetkeztében 1étrejon egy masik (y,(x,t))
hullam, amely az x-tengely iranyaban halad (dbra). A két hullam hullamfiiggvényei:

v, (x,t)=A, sin( ot +kx) vyt wi(xt)
w,(x.t)=A,sin(of —kx+a ). | — -
Az eredd hullam a szuperpozici6 elve alapjan ‘0 X

wix,t)=y,(x,t)+y,(x,t)=A sin(ot+kx)+ A,sin(ot —kx+ ).
Tudjuk, hogy a kdzeghatarnal (rogzitett vég) a hullam terjedésére vonatkozoan teljesiilni kell
bizonyos feltételeknek, amelyeket altalaban hatdrfeltételeknek vagy peremfeltételeknek
neveznek. Ebben az esetben a peremfeltétel azt jelenti, hogy az x=0 helyen régzitett vég van,
nincs kitérés, tehat w(0,t) = 0. Ez viszont csak ugy lehetséges, ha o =7, és A4, = 4,, tehata
rogzitett végrol a hullam valtozatlan amplitidoval, de ellenkezd fazisban verddik vissza,
ahogy azt a kisérleteink is mutattdk. Ezzel az eredd hullam kifejezése igy alakul
w(x,t)=A(sin(wt +kx)+ sin(ot —kx + 7)) = A,(sin( ot + kx ) — sin( ot — kx )).
a-pf cos &t p
2
w(x,t)=2A, sinkx cos wt .

Ennek a fliggvénynek az argumentumaban nem jelenik meg a hullamokra jellemz0 ,, ot — kx
kifejezés, tehat itt nem egy szokasos (haladd) hullam jon létre, hanem a kisérleteknél mar
emlitett allohullam. Ez tulajdonképpen a kdzegnek egy rezgése, ahol a kdzeg egyes részei
azonos fazisban rezegnek, de a rezgés ¢ amplitiddja a hely fiiggvénye:

Felhasznalva a sina — sin f = 2 sin Osszefiiggést, azt kapjuk, hogy
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w(x,t)=¢(x)cosat,

ahol

o(x)=2A,sinkx = Asinkx
(itt bevezettik a 24, = 4 jelolést).
Mivel véges hosszusagu kotélrdl van szd, foglalkoznunk kell a kotél masik végének hatasaval
is, hiszen a hullam onnan is visszaverddik.
Vizsgaljuk meg el6szor azt az esetet, amikor a kotél mindkét vége rogzitett. A kotél masik
végének rogzitése tjabb peremfeltételt jelent, ami L hosszusagh kotélnél

w(L,t)= AsinkLcosawt =0,
mégpedig minden iddpillanatban. Ez csak ugy teljesiilhet, ha az id6fiiggd rész egyiitthatdja,
vagyis az amplitddo nulla:

o(L)=AsinkL=0.

Adott hosszusagu kotél esetén ez a feltétel csak a hullaimszam megfeleld megvalasztasaval
teljesithet6. Ez azt jelenti, hogy a mindkét végén rogzitett rugalmas kotélen vagy egy
rugalmas hurban olyan hulldmszamu allohullamok alakulhatnak ki, amelyekre fennall a

kL =nrx m=1, 2, 3,..),
illetve

k,=nZ =123

”_nf (m=1,2,3,... )

feltétel. Itt a kiilonbozo n értékeknek megfeleld hullamszamokat £,-el jeloltiik.
Ezzel az amplitido helyfliggését megadd osszefiiggés igy alakul

gon(x):2Asinn7r%.

Ezt a flggvényt mutatja kiillonb6zé n értékek esetén a mellékelt abra. Lathato, hogy a
szamolasbdl valoban a kisérleteknek megfelel6 alakzatokat ¢ (x)

kapunk. A=2L
Az éllohullam-feltétel a k= = Osszefiiggés L
felhasznalasaval a hullamhosszal is kifejezhetd: o ___FL
2L 0 S T x n=2
A, = m=1,2, 3,..). L/2 L
n
Ez azt jelenti, hogy ha egy kifeszitett, két végén rogzitett ’1=2L/ 3 o~
kotélben létrehozunk egy zavart, akkor abban ilyen g~ WL x 3
L/3  2L/3

hulldmhossza allohullamok alakulhatnak ki.
A feltétel még egy alakban megfogalmazhato, hiszen a hullimszdm (hulldmhossz) a rezgés

korfrekvencidjaval is Osszefliggésbe hozhato: & _ (v a fazissebesség). Igy a lehetséges
v

frekvencidkra azt kapjuk, hogy
72l
@, nL m=1, 2, 3,...).

Ha tehat az emlitett kisérletben a kotelet lengetjiik, vagyis benne kényszerrezgést hozunk
létre, akkor allandoésult hullamalakzat csak olyankor jon létre, ha a kotél végét a fenti
feltételnek megfeleld frekvenciaval mozgatjuk. Ezzel magyarazhatd, hogy a kisérletben csak
bizonyos frekvencidknal alakul ki a jellegzetes allohullam alakzat.

A jelenség tulajdonképpen egy rezonancia. Ezzel kapcsolatban emlékeztetiink arra, hogy tobb
szabadséagi fokt rendszer csatolt rezgései esetén a rendszernek annyi normdlfrekvenciaja van,
amennyi a szabadsagi fokok szdma. A fenti Osszefliggés a két végén rogzitett kotél
normalfrekvenciait adja meg. Amikor a rezgetéskor eltaldljuk az egyik normalfrekvenciat,
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akkor rezonanciaszertien kialakul a megfeleld allohullam alakzat. Ezek a normalfrekvenciak
tehat egyben a rendszer rezonanciafrekvencidi is.
A fenti korfrekvencidk felhasznalasaval felirhatjuk az alléhullamok hullamfiiggvényeit:

v, (x,t)= ZASinniz%cosa)nt.

Az n=1 ¢értékhez tartozd frekvenciat alapfrekvencianak, az n>1 értéknek megfeleld
frekvenciakat felharmonikusoknak nevezik.

Az elmondottak értelemszerti véltoztatasokkal érvényesek a huros hangszerekben hasznalt
hurok transzverzalis rezgéseire és a mindkét végiikon zart 1égoszloppal miikodé sipokban
létrejott longitudinalis hullamokra is. Az n=1 értéknek megfelelé frekvencidju hangot itt
alaphangnak nevezik.

Légoszlopban 1étrejott allohullamok jol demonstralhatok a Kundt-féle cso segitségével.

KISERLET:

Vizszintes helyzetli iivegeso aljara kevés parafa port szorunk, majd egyik végét mozgathato
dugattyuval (D) zarjuk le, masik végébe pedig egy fémpalcara (F) erdsitett konnyl
korongot (K) helyeziink (dbra). A fémpdalcadban dorzsoléssel longitudinélis hulldmokat
keltiink, amelyek az iivegcsOben 1évo légoszlopra atterjednek. Ezt a parafa szemcsék
mozgasa mutatja. Ha a D dugattyut mozgatjuk, akkor taldlhatunk olyan helyzeteket, amikor
a parafa szemcsék szabalyos (periodikus) elrendezést mutatnak (abra). Az abran C-vel jelolt
helyeken a szemcsék Osszegytilnek, a kozbiilsé helyeken pedig szétszérodnak.

A kialakult kép magyarazata az, hogy a D
dugattyu bizonyos helyzeteinél teljesiil az

parafa
allohullam-feltétel, ¢és a gdzoszlopban D ) por K
longitudinalis allohullamok jonnek létre. e — E
Ekkor a nagy amplitidoju rezgési helyeken — “ © ® %
(rezgési duzzaddhelyek) a parafa szemcsék $ ' 4
szétszOroddnak, a rezgési csomdpontokban C C C
(C) pedig 6sszegytilnek.

Rugalmas kotél, hur vagy légoszlopok rezgéseinél a valdsagos helyzet altaldban eléggé
bonyolult. Egy zavart elinditva, altaldban az sszes lehetséges frekvencian 1étrejon rezgés, de
ezek kozill az alapfrekvencianak megfeleld alléhullam marad meg a legnagyobb
amplitddéval. Emellett azonban kisebb amplitidoval jelen vannak a felharmonikusok is. A
kiilonb6z6 konstrukci6ju haros és fiuvos hangszerek hangjaban mas €s mas a felharmonikusok
intenzitasa, amit a fiiliink hangszineltérésként érzékel. Ezért tudjuk megkiilonbdztetni
egymastol a kiilonb6z6 hangszerek hangjat, még akkor is, ha azonos hangmagassagu
(frekvencidju) alaphangon szolnak.

Hasonl6 gondolatmenettel hatarozhatjuk meg egyik végén szabad rugalmas kotél vagy pélca-,
tovabba egyik végén nyitott 1égoszlop rezgéseinél kialakuld allohullamokat.
A hullam amplitaddja itt sem valtozik meg (A4, = 4, = A), tovabbd o =0 (a szabad végrdl a
hullam véltozatlan amplitidoval és valtozatlan fazissal verddik vissza), igy az eredd hullam

w(x,t)= A(sin( ot + kx ) + sin( ot — kx)),
amibdl trigonometriai atalakitassal azt kapjuk, hogy

w(x,t)=2Acoskxsinat .

Ha a mésik vég most is rogzitett, akkor az amplitidora vonatkoz6 masik peremfeltétel most is
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o(x)=2AcoskL =0,
vagyis

kLz(Zn—])% m=123..).

A lehetséges hullamszamokra, hullamhosszakra és korfrekvencidkra ebbdl azt kapjuk, hogy

i 4L VI o
kn_(zn—])za 2«,1—(271—_1), a)n—(2n—])z, @n(X) =4l .
Az egyes n értékeknek megfeleld amplitidéfiigevények most 9" L ?
tehat a a3
( x)ZZACOS(( 2n—1)££j =12 3..) i S—

¢n 2 L ) y Jyeees . L/3_ L
fiiggvényekkel adhatok meg. , /1—4L/5 | .
Ezek a filiggvények lathatok a mellékelt abran kiilonb6zd n 0 ML& rrrrrr L

értékek esetén.

Mindkét vegén szabad palca vagy mindkét végén nyitott gazoszlop esetén a masodik peremnél

is maximalis amplitadé jon létre, vagyis 9,(x)
cos kL =+1, kL=nr. /1=2L _
Ez megegyezik a két rogzitett vég esetén kapott feltétellel, O S
vagyis példaul a lehetséges hulldmhosszakra itt is azt kapjuk, P L
hogy s =2
e T X
zn=£ m=1,23..). L4 34 |
n A=2L3
A kialakult allohulldm azonban kiilénbozik a két végen rogzitett o XA Xg 3 N=3

esettél, mert most mindkét végen maximalis az amplitido,
amint az a mellékelt abran lathato.

L/6 3L/6 5L/6L



