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Hullamok elhajlasa (diffrakcio), a Huygens—Fresnel-elv

A hullamok terjedését eddig olyan esetekben vizsgaltuk, amikor a terjedést korlatozo, vagy
modosito feliiletek (kozeghatarok) nagyméretiiek voltak, a kozegekben pedig — a hataroktol
eltekintve — a hulldmterjedés homogén és izotrop volt. A hulldmok terjedését azonban
Iényegesen befolyasolja, ha az Gtjukba véges méretli akadalyok vagy rések keriilnek.

Ha ezeknek a mérete sokkal nagyobb, mint a hulldmhossz, akkor még nincs jelentds valtozas.
Ezt szemlélteti a kovetkezd kisérlet.

KISERLET: d>>1
Hullamkad egy pontjaban létrehozunk egy korhullamot, és

egy — a hulldmhosszhoz képest — nagyméretli résen
bocsatjuk 4t. A rés utdn nagyjabol az dbran lathato| _arnyek < T - amyek

hullamképet latjuk. Ebben az esetben tehat szabalyos
arny¢ék keletkezik, a hullam jo kozelitéssel egyenes
vonalban terjed, az egyenesekkel hatarolt, geometriai
arnyéktérbe nem — vagy alig — hatol be.

A hullamok egyenes vonali terjedése teszi lehetévé, hogy a hulldmterjedést a sugarak
bevezetésével sok esetben egyszerii geometriai szerkesztésekkel tudjuk nyomon kovetni, €s
egyszerli magyarazatot adjunk szamos optikai eszkdz miikodésére (ezzel a geometriai optika
foglalkozik).

Vannak azonban olyan esetek, amikor a hulldm Iényegesen eltér az egyenes vonala
terjedéstol. Ez torténik pl. akkor, ha az elébbi kisérletben a rés méretét lecsokkentjiik.

KISERLET:
Az elobbi kisérletben csokkentsiik a rés
méretét. Amikor a rés mérete kozel d~1. d<<a

azonos a hullamhosszal (a) abra), akkor a
hulldm jelentésen behatol az arnyéktérbe,
az egyenes terjedéshez képest ,,elhajlik”.

Még jelentdsebb eltérés kovetkezik be,
ha a rés mérete sokkal kisebb a
hulldmhossznal (b) dbra), hiszen ekkor —
mint azt korabban mar lattuk — a rés a) b)
pontforrasként viselkedik.

Mar a nagyméretll rés esetén is utaltunk arra, hogy az egyenes vonala |
terjedés csak jo kozelitéssel valésul meg. Pontosabb megfigyelések azt
is megmutatjak, hogy barmilyen akadaly szélénél is bekovetkeznek az
egyenes vonalu terjedéstdl eltérd jelenségek.

KISERLET:
Ezt megfigyelhetjiik egy hullamkadban, ha egy nagyobb hulliamhosszu
hullam egy akadaly széle mellett halad el (abra).
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Kis méretii akadaly esetén a hulldm az akadaly mindlét szélén behatol az arnyéktérbe.

d~4
KISERLET: i~
Hullamkadban keltett korhulldm 'tjaba a hullamhosszal
Osszemérhetd akadalyt helyeziink el. A hullamok jol lathatoan '
behatolnak az akadaly mogotti geometriai arnyéktérbe.
d

Tovabbi vizsgalatok — amelyekrdl részletesebben a fényhullamoknal lesz sz6 — azt mutatjak,
hogy a hullam intenzitaseloszldsa nem olyan egyszerli, mint amirdl eddig sz6 volt. Ez
legjobban fényhullamokkal mutathat6 be, de a jelenség hullamkadban is megfigyelhetd.

KISERLET:

Vizfeliilleten 1étrehozott hullam 1tjaba kis méretd rést
helyeziink el. Ha résméretet és a hulldmhosszt megfeleléen
valasztjuk meg, akkor a rés tuloldalan a pontforrasok
interferencidjdhoz hasonld hulldmalakzatot latunk. Itt az
egyenes terjedéstél vald eltérés mellett a résen 4thaladt
hullimban maximdlis ¢és minimalis amplitaiddju helyeket
mutatd vonalak figyelhetdk meg.

Ehhez hasonl6 képet kapunk akkor is, ha a hulldam egymas mellett elhelyezett rések sorozatan
(racson) halad at.

Az itt bemutatott eseteken kiviil is szdmos tapasztalat mutatja, hogy ha a hulldm réseken halad
at, vagy véges méretli akadalyokba litkozik, akkor az egyenes vonalu terjedéstdl jelentds
eltérések figyelheték meg. A hullimnak az egyenes vonalu terjedéstél valo eltérését
hullamelhajlasnak  vagy  diffrakcionak-, az  ezzel  kapcsolatos  jelenségeket
elhajlasjelenségeknek-, a 1étrejott hullamalakzatot pedig elhajlasi képnek vagy diffrakcios
képnek nevezik.

Az elhajlasjelenségek a Huygens-elvvel mar nem értelmezhetdk. Ennek alapvetd oka az, hogy
a Huygens-elv nem veszi figyelembe a terjedd hulldm intenzitasviszonyait, igy nem tudja
értelmezni sem az arny€kjelenséget, sem pedig azt, hogy a hullam részlegesen behatol az
arnyéktérbe. Ezt a problémat oldja meg a Fresnel' altal javasolt modositas, amely szerint az 0]
hullamfrontot nem az elemi hullamok burkoléfeliileteként értelmezziik, hanem az elemi
hullamok interferencidjabol szamitjuk ki. Ez a Huygens—Fresnel-elv.

A Huygens—Fresnel-elv tehat nem egyszerlien a geometriai terjedési szabalyokat veszi
figyelembe, hanem azt is, hogy az interferencia miatt az elemi hulldmok a hullamtér egyes
tartomanyaiban egymast erdsithetik vagy gyengithetik (esetleg kioltjdk) egymast, vagyis
intenzitasvaltozasok kdvetkezhetnek be.

A Huygens—Fresnel-elv alapjan elvégzett szamitasokbol deriil ki, hogy az arnyékjelenség oka
az, hogy az elemi hulldmok a rés tloldaldn, az "arnyéktérben" — a rés méretétdl fiiggd
mértékben — kioltjak egymast. Ezzel egytttal az arnyéktérbe vald behatolés kiillonbozo esetei
is értelmezhetok.

" Augustin Jean FRESNEL (1788-1827) francia fizikus.
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Az is megmagyardzhatd, hogy miért jelennek meg az interferencidra jellemzo
hullamalakzatok. A Huygens—Fresnel-elv szerint ugyanis a hullimfront minden pontjabodl
elemi gombhullamok indulnak ki, és a hullamtér egy adott pontjaban az amplitadot ezek
interferencidja adja meg. Egy rés mogott tehat olyan interferenciakép jelenik meg, amely a
résben elképzelt végtelen sok pontforrasbdl kiinduld, koherens hullimok interferencidjanak
felel meg.

A diffrakcié kiillonosen fontos szerepet jatszik az optikdban, ahol ezt a jelenséget
fényelhajlasnak nevezik. A diffrakciora vonatkozo optikai kisérletekkel és az egyszeriibb
elhajlasjelenségek értelmezésével az elektromagneses hulldmoknal foglalkozunk.
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Rugalmas hulldmok dinamikai leirasa

A hulldm leirdsa akkor teljes, ha a hullamfiiggvényt a hulldmot létrehoz6 hatdsok és a
terjedését befolyasolod hatarfeltételek ismeretében meg tudjuk hatarozni, vagyis ismerjik a
hullamfiiggvény meghatarozasara szolgélo fizikai egyenletet. Emellett a hullam altal szallitott
energia meghatarozasa is fontos feladat.

Ezeknek a problémdknak a megolddsdhoz a kiilonb6zd zavarterjedési mechanizmusok esetén
mas és mas eszkozoket és alaptorvényeket kell felhasznalnunk, ezért a rugalmas hullamokkal
¢s az elektromagneses hulldmokkal kiilon foglalkozunk. A targyalast a rugalmas hullamokkal
kezdjiik.

A hullamegyenlet

Elso célunk az, hogy egy olyan fizikai egyenletet talaljunk, amely alkalmas a hullamfiiggvény
meghatarozasara. Ezt az egyenletet hullaimegyenletnek nevezik.

Rugalmas hullamok esetén a hullamegyenlet felirdsanal abbdl indulhatunk ki, hogy a hullam
keltésekor erét fejtiink ki a kbézeg egy kis térfogatelemére, ezért a hullamegyenletet a
hullamban elmozduld kozeg egy kis térfogatelemére felirt mozgéasegyenlet segitségével
kaphatjuk meg.

Hullamegyenlet egydimenzios, longitudindlis rugalmas hullamok esetén
A kozeg elemi darabjara felirt mozgéasegyenletben természetesen nem szerepel a
hullamfiiggvény, ezért a feladat az, hogy a mozgasegyenletben szerepld, helytdl és
idotol  fliggd mennyiségeket a hulldmfiiggvénnyel fejezziik ki. Ekkor a
hullamfiiggvényre vonatkozo differencidlegyenletet kapunk.
Eldszor egy S keresztmetszetli rugalmas radban x-irdnyban terjedé egydimenzids
longitudinalis hulldmra végezziik el a szdmolast. A s
mozgasegyenlet egy dm tomegl térfogatelemre (dbra) . .
df, =dm-a,. Foxb) F(x+§dx,t)
Ebbdl tgy lesz hullamegyenlet, hogy a rad elemi | |
darabjara hatdo dF, erét és a gyorsulast kapcsolatba
hozzuk a y hullamfliggvénnyel.

X X+dx

W) vk

Els6 [épésként hatarozzuk meg adott x koordinataju keresztmetszetre a ¢ idopillanatban

crcr

alkalmazzuk a Hooke-torvényt, amely egy rugalmas test megnyujtasandl vagy
Osszenyomasanal a testre hatd F erdt Osszefiiggésbe hozza az ¢ :7 deformacioval:

F=S8E¢
(E a Young-modulus).
Esetiinkben a deformécido a kivalasztott térfogatelem relativ hosszvaltozasa, ami
viszonylag egyszeriien kifejezhetd a hullamfliggvénnyel. Egy adott ¢ iddpillanatban az
abran lathato térfogatelem két végének relativ elmozdulasat éppen a hullamfiiggvény
x- ¢és x+dx helyeken felvett értékeinek a kiilonbsége adja meg, vagyis
db=y(x +dx,t)—w(x,t). A térfogatelem eredeti hossza €=dx . Igy az elemi

db _y(x+dx,t)-y(x,t)
[/ dx

E =
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kifejezés adja meg. Ez tulajdonképpen a y(x,t) figgvény x szerinti
differencidlhanyadosa.

Mivel itt egy kétvaltozos fliggvényt csak az egyik valtozoja szerint differencidlunk (és
kozben a masik valtozot allandonak tekintjiik), ezt a differencidlhdnyadost parcialis
derivaltnak nevezik, és jelolésére a szokdsos ,,d” szimbolum helyett a ,,0”
szimbolumot hasznaljak. Ezzel a jeldléssel a deformacio:

RAERY
rat
A Hooke-torvény szerint az erd €s a deformacié aranyos egymadssal, vagyis
t
F.(x,t)=SEe(xt)= SE% .

Ez az er6 adott ¢ id6pillanatban a hely fliggvénye, igy a rad egy dx hosszliisagl elemi
darabjara hat6 eredd erd ebben a pillanatban

dF . =F(x+dx,t)-F(x,t) =%dx.
Az erd helyfliggését megado Osszefiiggés felhasznalasaval ebbdl azt kapjuk, hogy
2
dF. = SEO’,I//—(ZX’de.

Ezzel a mozgasegyenlet baloldalat sikeriilt a hullamfiiggvénnyel kifejezniink.
A gyorsulés a helykoordinata (itt a hullamfiiggvény) masodik idéderivaltja, azaz
_y(x.t)
=
igy a mozgésegyenlet jobboldalan is megjelent a hullamfliggvény.
Fejezziik ki még a vizsgalt térfogatelem tomegét a p stirliséggel:
dm = Sdxp .
A fenti Osszefliggések felhaszndlasaval dF, =dm-a_ mozgasegyenlet a

ay

hullamfliggvénnyel kifejezve az

Ey(xt) _Fw(xt)
p &’ a’

alakot olti.
Ez a hullamterjedést leird hullamegyenlet egy rugalmas rudban terjedo longitudindlis
hullam esetén.

Hullamegyenlet gazoszlopban terjedoé longitudinadlis hullam esetén
Az alapelv ugyanaz, mint a rudban terjedd longitudinélis hulldmoknal, vagyis a
gazoszlop egy elemi darabjara felirjuk a mozgasegyenletet, majd a gyorsulast és az
erdt kifejezziik a hullamfiiggvénnyel.
A mozgasegyenlet

dF . =dm-a_,

ahol dF, a kivalasztott térfogatelemre hatd erd, a, a térfogatelem gyorsulasa, dm

pedig a tomege.
Itt az er6 az x-tengely adott helyén létrejott nyomasesésbol szarmazik, amire a ¢
id6pillanatban az
F(x,t)=-Sdp(x,t)
Osszefiiggés érvényes.
A rugalmassagtanbol tudjuk, hogy egy gaz 6sszenyomasara a
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dv
dp=-K<-
v v

Osszefliggeés érvényes. Mivel V =Sdx , és dV =Sdy =S %—de , azt kapjuk, hogy
X

dp(xt)=-K Y. S x x+dx
ox ; :

Egy x helyen ¢ id6pillanatban fellépd erd ennek alapjan
Fix)=sk Y
Ox

pOc)| | (i 0

b)) plxrdnd)
Egy kivélasztott térfogatelemre hatdé eredd erét az erének a kivalasztott hosszon
tortend

2
dF, = E0 4y g OV 4

X

Ox ox
megvaltozasa adja meg.
A gyorsulas most is
Oy(x.t)
€s
dm = Sdxp,,

ahol p, a gaz atlagos siirlisége.
A fenti 0sszefliggésekkel a mozgésegyenlet az
2 2
SK—a l//(;c’t) dx = Sdxp, ay(xt) l,//(zx,t)
ox ot
alakot olti.
Egyszertsitések utan ebbdl egy gdzoszlopban terjedo longitudinalis hulldmra a

K d’w(xt) dw(xt)
Po 8x2 8t2

hullamegyenletet kapjuk.

Hullamegyenlet rugalmas hurban terjedo, transzverzdlis hullamokra

Egy x-tengelyen elhelyezkedd rugalmas hur a rezgései kozben az eredeti helyzetébdl
arra merblegesen kitér (4dbra), és a har mentén transzverzalis hullim terjed. Az
ekozben létrejott y-irdnyu kitérés hely és

idofliggését az y=l//(x,t) hullamfiiggvénnyel y
jellemezziik.

A hullamegyenletet most is egy elemi d€
hosszusagu hurszakaszra felirt

mozgasegyenletbdl kaphatjuk meg.

A szamolas soran egyszer(sité feltevéseket
tesziink: elhanyagoljuk a hurszakasz x-iranya P
elmozdulésat, és feltessziik, hogy a hurszakasz X x+dx
kitérése kicsi, vagyis a kitérést jellemzd szogek

(a, ') is kicsik (az abra az attekinthetdség érdekében nagyon torz).

A hur megfeszitett allapotban van, a hir érintdje irdnyaba mutato feszité erdt az abran
T-vel jeloltik.

Xy
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A dm tomegil elemi szakaszra felirt mozgasegyenlet y-irdnyu osszetevoje:
dF, =dma,
Most F, -t és a -t kell kifejezni y -vel.
Az er6 y-komponense:
dF, =T +T,=Tsina'-Tsina.
Mivel o, o'kicsi: sina =tga és sina'~tga', igy

df, ~ T(tga'~tga)=Td(tgar) = T@dx .
X

De tudjuk, hogy
ga = 6_y = 6_1//
ox Ox
ezért
oltga) ’w(x,t)
ox ot
Ezzel az erd kifejezése igy alakul

o’y
ox’
A mozgasegyenletben szerepld tobbi mennyiségre felirhatjuk, hogy
O’y _y(xi)
Yoo ot
dm = pdIS ~ pdxS
(p a hur anyaganak stirtisége, S a hlr keresztmetszete).

Ezeket a mozgasegyenletbe behelyettesitve, megkapjuk annak hulldmfiiggvénnyel
kifejezett alakjat:

dx.

dF, =T

T O’y(xt) w(xt)
pS  ox’ o’

Ez a hullamegyenlet megfeszitett hurban terjedo transzverzalis hullamokra.

Az egydimenczios hullamegyenlet dltaldanos alakja

Lattuk, hogy tobbféle hullamterjedési esetre ugyanolyan alaki hulldmegyenletet
kaptunk: ezek a kiilonb6z6 esetekben csak az egyenletek baloldalan szerepld,
anyagjellemzdket ¢és geometriai adatokat tartalmazé dllandokban kiilonboznek
egymastol. Mindezek alapjan sejthetd, hogy itt altaldnos térvényszertiségrol van szo.
Ha az egyenletek baloldalan megjelend allandot B-vel jeldljiik, akkor a hulldmegyenlet
a

ROy _ Oy (xi)
ox? or*

alakba irhato, ahol

— rudban terjedd longitudindlis hullimnal B = £ ,
P

— gazoszlopban terjedd longitudinalis hullamnal B = ES és
Lo

— hurban terjedd transzverzalis hulldmnal B = iS .
o,
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Nézziik meg, hogy mi a fizikai jelentése ennek az allandonak. Ezt az egyenlet
megoldasaval, vagyis a hullamfliggvény meghatirozasaval derithetnénk ki (ekkor az
allando feltehetdleg megjelenik a hullamfliggvényben). Az egyenletet — kelld
matematikai ismeretek hijan — egyelére nem tudjuk megoldani, de tudjuk, hogy a
radban elvileg terjedhet harmonikus sikhullam, ezért az egyenletnek biztosan
megoldéasa a harmonikus sikhullamot leird
w(x,t)=Acos(wt—kx+a)
hullamfliggvény is.
Helyettesitsiik be ezt a fiiggvényt a hullamegyenletbe, és nézziik meg, hogy milyen
feltételek mellett lehet megoldds. A derivalasokat elvégezve az aldbbi egyenletet
kapjuk:
— Bk’ cos(awt —kx +a) = —o” cos(ot —kx + ) .
Az egyenletet rendezve azt kapjuk, hogy
(Bk2 -0’ )cos(a)t —kx+a)=0.
Ennek az egyenletnek barmilyen x- és ¢ értékek mellett érvényesnek kell lennie, ami
csak gy teljesiilhet, hogy a hely-¢s idofiiggd rész egylitthatdja nulla:
Bk* -0 =0.

Felhasznilva a k=2 Osszefiiggést, azt kapjuk, hogy a B allando kozvetlen
%
Osszefiiggésben van a hullam terjedési sebességével.:

v=+B.

Az egydimenzios hullamegyenlet dltalanos alakban tehat az alabbi modon irhaté fel:

2 0w(xt) _Oy(xt)
& a

Az egyes konkrét esetekben csak annyi a kiilonbség, hogy a terjedési sebesség
kifejezése mas, amit a hullamegyenlet levezetése soran kapunk meg. A fentiek alapjan
a terjedési sebesség kiilonbozé terjedési  koriilmények kozott az  aldbbi
Osszefiiggésekkel adhaté meg:

longitudinalis hullam rugalmas radban: v= £ ,

o,

T K
longitudinalis hulldm (nyomas- és stiriséghullam) gazban: v=_[—,

transzverzalis hullam hirban: v = i .
V yo,

A terjedési sebességet barmilyen mds esetben a fentiekhez hasonldé modon, a
hullamegyenlet konkrét esetre torténd levezetésével kaphatnank meg. Igy példaul

rugalmas radban terjedd nyirasi hullamra a v = \/E kifejezést kapjuk (G a nyirasi
Yo,

modulus).

Gazokban ¢és folyadékokban gyakorlatilag csak longitudinalis hulldmok terjednek.
Szilard anyagokban longitudinalis és transzverzalis hullamok is terjednek, és terjedési
sebességiik eltérd: altalaban a longitudinalis hullamok terjednek gyorsabban.
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Megjegyezziik, hogy a hullamegyenlet altalanos alakja nem csak rugalmas hulldmokra
érvényes, hanem példaul az elektroméagneses hulldmokra is, csak ott a hullamfliggvény
nem mechanikai jellegli valtozast, hanem az elektromos- és magneses erétér valtozasat
adja meg. KésObbi tanulméanyaik sordn, amikor az elektroméagneses hullam
hullamegyenletét levezetik, akkor a fenti ,,B” allandora azt kapjak, hogy

B=————, ahol g, a vdkuum permittivitdsa, &,  a teret kitolté anyag relativ
gogruoﬂr
permittivitasa, 4, a vakuum magneses permeabilitdsa, . a teret kitoltd anyag relativ

magneses permeabilitasa. Az elektromagneses hullam (pl. a fény) terjedési sebessége

1 : . .
tehat ¢=+B=———— A vakuumban terjedd fény terjedési sebessége ennek

VEoE, oM,

1
megfelelden c=~/B =
\EoHy

£y =8.854%1077 As/(Vm) és u,=4m-10"Vs/Am allandokat, a vakuumbeli
fényterjedés sebességének ismert értékét kapjuk: ¢ =2,9979-10°m/s~3-10°m/s.

(vakuumban &, =1 és u, =1). Behelyettesitve az

s sk sk sk sk sk sk sk sk skeskoskoskosk sfe sk ske sk sk sk skoske sk skeskeskeskeoskosk sfe sk sk ske st skosk sk sk sk skeskeoskoskosk

Teérbeli hullamegyenlet
A hullamok az esetek dontd tobbségében nem egy dimenzioban, hanem térben terjednek. Ilyenkor a

hullaimfiiggvény helyfiiggését a helyzetvektorral adhatjuk meg: W =w/(T,t). A térbeli

hulldmegyenletet formalisan viszonylag egyszeriien megkaphatjuk egy harmonikus sikhullam
w(r,t)= Acos(wt—Kr)

hulldmfiiggvényének segitségével.

Mivel az egydimenzids esetbdl tudjuk, hogy a hullamegyenletben a hullamfiiggvény méasodik parcialis

derivaltjai szerepelnek, szamitsuk ki el6szor a hely szerinti derivaltakat a fenti hullamfliggvény esetén.

Ha figyelembe vessziik, hogy KI =k x +k, y + k_z , az alabbi 6sszefiiggéseket kapjuk:
o’w(r,t) B

o’ =—kJy(r,t)
% =—kyy(r.1)
% — Kyt 1),
Ezeket az egyenleteket sszeadva azt kapjuk, hogy
621/;2,1‘) N azl/g)fg,t) N 62122(5,1‘) k()= —i)—j;y(r,t)

@
(itt felhasznaltuk a kK = — Bsszefliggést).
\%

Masrészt a hullamfiiggvény id6 szerinti masodik derivaltja:

o’y (r t
%:—a)zw(r,t).

Az utobbi két egyenletbdl azt kapjuk, hogy

o O%w(rt) w(rit) w(ri)) d'w(rt)
v 2 + 2 + 2 - 2 :
ox oy 0z ot
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- Oy oy vy .
Ha alkalmazzuk a matematikaban szokasos + + = A jeldlést, akkor az egyszeriibb

ox’ oy o7

2
vy, = U0

alakot kapjuk.
Kimutathato, hogy ez az egyenlet nem csak a ,levezetésnél” feltételezett harmonikus hullamokra igaz,

hanem ez a hullamegyenlet altalanosan érvényes alakja.
s sk sk ok ki ok sk ke sk skeskoskoskosk ok ok sfe sk sk ok skoke sk sk skeskoskoskock st sk sk sk sfe sk skoskokoskosk ko ko

A hullamegyenlet alkalmazéasa: az allohullam-egyenlet

Korabban megvizsgaltuk egy hullamforrasbdl kiinduld és a véges kozeg hatarardl visszavert
hullamok interferenciajat. Lattuk, hogy bizonyos feltételek teljesiilésekor (pl. egy kotélben
inditott hulldmnal meghatdrozott frekvencidkon) sajatos, a haladd hullamtdl kiilonbo6zo,
allandosult hullamalakzatok johetnek 1étre, amelyekben a hulldmtér egész tartomanyai azonos
fazisban rezegnek, csak a rezgés amplitidoja valtozik helyrdl-helyre. Az ilyen
hullamalakzatokat neveztiik allohullamoknak. Kézenfekvonek latszik, hogy az altalanos
hulldmegyenlet a hullimok barmilyen fajtdjanak, igy az allohullamoknak a leirasara is
alkalmas.

A hullamfiiggvény megtalaldsahoz ismerniink kell a fiiggvénynek a kozeg hataran érvényes
alakjat (peremfeltétel), és ismerniink kell a hullamfliggvényt egy kezdeti iddpillanatban
(kezdeti feltétel). A hullamegyenlet altalanos megoldasanak megtaldlasa adott kezdeti- és
peremfeltételek esetén altalaban bonyolult feladat, ezért itt csak azt tlizzik ki célul, hogy
megtalaljuk azokat a megoldasokat, amelyek a korabban kisérletileg is megtalalt
allohulldmokat irjak le.

Harmonikus hullamokkal kapcsolatos korabbi tapasztalataink szerint az allohullamot
helyfiiggd amplitado és a kozegnek nagyobb térrészre kiterjedd, azonos id6fiiggésli, azonos
fazist rezgése jellemzi, és azt talaltuk, hogy hullamfliggvénye egy helyfiiggd amplitadd és
egy harmonikus rezgést leir6 idofiiggo tényezo szorzataként irhato fel:

w(x,t)=@(x) -cos(ot+a).
Most ismét a differencidlegyenletek ,,megolddsanal” korabban tobbszor alkalmazott eljarast
kovetjiik: a differencidlegyenletbe behelyettesitjiik a ,.kitalalt megoldast”, és megvizsgaljuk,
hogy milyen feltételek esetén lesz a probafiiggvényiink megoldas.
Ha a fenti hullamfiiggvényt behelyettesitjiik a

20w (xt) _Fy(xt)

&’ a’
hullamegyenletbe, akkor azt kapjuk, hogy
2
v d (pcos(a)t+a)=—g0(x)a)zcos(a)t+a).

2
X

Ez az egyenlet rendezéssel és a k = — Osszefiiggés felhaszndlasaval a
v

2
(C:; (20+k2(p(x)jcos(a)t+a)=0
X

alakba irhatd. Az egyenletnek barmely id6pillanatban teljesiilni kell, ami csak tigy lehetséges,
hogy
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2
d'o(x) Zc(f) +Ep(x)=0.

Ez a differencidlegyenlet megadja az allohulldim amplitiddjdnak ¢(x) helyfliggését, és
egydimenzios allohullam-egyenletnek nevezik.
Ha a ¢(x) fliggvényt konkrét esetekben meghatarozzuk, akkor az 4all6hullam
hullamfiiggvényét is felirhatjuk az adott esetben:

w(x,t)=¢(x) cos(ot+a).

Egyszerli példaként probaljuk meghatdrozni az amplitido (0,6=0 UL,H=0
o(x) helyfiiggését egy mindkét végén rogzitett, L

hosszusdgu rugalmas hirban vagy kotélben (ébra) terjedd | \l
transzverzalis harmonikus hullamra. 0 LI x

A ¢(x) fiiggvényt

2
d C‘pr(f) +Kp(x)=0

allohullam-egyenlet segitségével hatarozzuk meg.
Mivel az egyenlet formailag teljesen azonos a harmonikus rezgdémozgéas egyenletével,
megoldasa is ugyanolyan, csak most a valtozo nem ¢, hanem x:
o(x)=Asin(kx+ ).
Ezzel az 4llohullam id6fiiggését is megado hullamfiiggvény a
w(x,t)=Asin(kx+ p)cos(ot+a)

alakot Olti.

A konkrét esetben érvényes allohullam-megoldast akkor kapjuk meg, ha figyelembe vessziik
a hatarfeltételeket.
A két végén rogzitett kotél vagy har esetén egyrészt barmely idépillanatban fennall, hogy
w(0,t)=0. Ez azt jelenti, hogy ¢@(0)=0, igy a ¢(x)= Asin(kx+ [) alakban felirt
amplitado-fiiggvény csak a f = 0 esetben alkalmazhatd, tehat csak a

o(x)=Asin(kx)
alak megengedett.
Masrészt a kotél vagy har masik vége is rogzitett, tehat w(L,t) =0, ami azt jelenti, hogy

o(L)=Asin(kL) =10,
illetve
sin(kL)=10.
Ez ugyanaz a feltetel, mint amit korabbi megfontolasainkbol kaptunk, ¢s a kovetkeztetések is
ugyanazok. All6hullam egy mindkét végén rogzitett kotélen vagy haron csak akkor jon 1étre,
ha a hullamszam a kL =nx feltételnek megfeleld értékek valamelyikét veszi fel, azaz
k,=n z

(n egész szam).
Ezzel a hullamegyenlet n-t6l fiiggd allohulla-megoldésa:

l//n(x,t):Asin(n%x)cos(a)t+a).

Mint kordbban is lattuk, a hatarfeltételek miatt a htiiron kialakulé hullamok frekvenciaja ¢€s
hullamhossza sem tetszéleges, hanem
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o —ke=n"c  lleve 4 =L
L n

Mint mar az alléhullimok korabbi targyaldsandl is emlitettiik, a fenti, egyetlen n értékhez
tartozd megoldas csak igen specialis kezdeti feltételek mellett valosithato meg. Altalaban egy
har gerjesztésekor bonyolult hulldm alakul ki, amely kiilonb6z6 frekvencidji harmonikus
hullamok szuperpoziciodja, igy az n =1 értékhez tartoz6 alapfrekvencia mellett — rendszerint
kisebb intenzitdssal — egyéb lehetséges frekvencidk (felharmonikusok) is megjelennek. Ezt
mutatja példaul az, hogy egy hur hangja erdsen fiigg attol, hogy milyen eszkdzzel szolaltatjuk
meg €s a rezgést a hur melyik pontjan hozzuk létre.

A fentihez hasonld modon targyalhatok egyéb peremfeltételek is (pl. egyik végén szabad
kotél, mindkét végén szabad rezgd palca, zart és nyitott sip (levegdoszlop), stb.

A két- vagy haromdimenzids hulldmegyenlettel sikon vagy térben terjedé hullamok altal
létrehozott allohullamok is targyalhatok. Szdmolasokat itt nem végziink, de bemutatunk
néhany sikbeli allohullam képet.

KISERLET:

Kozepén befogott négyzet- és kor alaka, vékony fémlemezekben (dbra) hegediihurral
transzverzalis rezgéseket hozunk létre. Ennek kovetkeztében allohullamok (Chladni-abrak)
alakulnak ki, amelyeknek kimutatasara finom port hasznalunk. A port a hullam gerjesztése
eldtt egyenletesen raszorjuk a lapokra, majd a hegediivonodt az dbran lathatdo D pontokban a
lemezre merdlegesen végighuzzuk a lemezen. Kozben ujjunkkal a lemez egy vagy két
pontjat megérintjiik (az abran a C-vel jelolt helyek). A porszemcsék azokon a helyeken
gylilnek 0Ossze, ahol a legkisebb a rezgés amplitidoja, tehat kirajzoljak az allohullam
csomovonalait (az dbran a s6tét tartomanyok). A gerjesztés helyén mindig duzzadohely van,
az ¢érintési helyeken csomopont. Lathatdé hogy az érintés helyének (rogzitett pont)
valtoztatasaval a csomovonalak helyzetét valtoztatni tudjuk.

D C ¢ B €€ D

s 0
r D\ @

Ezek a kisérletek jol mutatjak, hogy az allohullamok konkrét alakjat alapvetden meghatarozza
a rezgetés helye és az, hogy az ujjunkkal milyen peremfeltételeket alakitunk ki.
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Doppler-effektus

Tapasztalatbol tudjuk, hogy ha egy jarmii nagy sebességgel kozeledik felénk, és elhalad
mellettiink, akkor az altala kibocsatott hang magassagat tavolodaskor hirtelen mélyebbnek
észleljiik. A jelenség egyszerii kisérlettel sokkal meggy6zdbben is bemutathato.

KISERLET:

Fiiggbleges tengely koril forgathaté vizszintes karra egy sipot rogzitiink, gy, hogy
korbeforgatasakor a sip szdja a korpalya érintdje irdnydba mutat. Ha a kart és vele a sipot
megforgatjuk, akkor a palya érintdjének iranyaba mutatd sip a rajta ataramlé levegd hatésara
megszolal. Jol megfigyelhetd, hogy amikor a sip keringése kdzben kozeledik felénk, akkor a
hangjat sokkal magasabbnak halljuk, mint amikor tavolodik tdliink.

allo forras
Az ¢észlelt hangmagassagnak, altalanosabban S=ve S=vr
egy hullam észlelt frekvencidjanak a F
megfigyeld vagy a hulldmforrés B A e X
mozgasallapotatol vald fliggését Doppler- —y—

effektusnak’ nevezik.
mozgo forras

Els6ként vizsgaljuk meg, azt az esetet, amikor t=r F e

az fy frekvencidju hullamforras a hullamot EaN A\ >
kozvetitd kizeghez képest u, sebességgel B A c X
mozog. A hullam terjedési sebessége nyugvod Sts'=(v+u.) 7 s-s'=(v-Up) 7

kozegben v, hullamhossza 4, = -,
0

Ha a forrds (az abrdn az A pontban), a =0 iddpillanatban kibocsat egy hullamot, akkor a
hullamfront az ettdl szamitott 7 id0 alatt mindkét iranyban v sebességgel mozog, és s =vr
tavolsagra jut el (az abran a B illetve C pontokig), fiiggetleniil attol, hogy a forras all vagy
mozog. Ezen a tavolsdgon kialakul N :%ZLT:%: f,7 szédmu teljes periddus (egy
0V

pillanatfelvételen ennyi teljes szinusz-periodust latunk).

Ha a forras az x-tengely irdnyaban mozog, akkor 7 1dd alatt s'=u, 7 tdvolsagot tesz meg,
tehat az x-tengely irdnydban a 7 id6tartam végén az N szamu periodus az s —s'=(v—u, )t
hosszusagu szakaszon figyelhetd meg (als6 abra). Szemléletesen szdlva, a hullamhossz ebben
az iranyban ,,0sszenyomodik”. A C pontnal all6 megfigyeld altal észlelt hullamhossz ekkor

Ae = s=8'_(voup)r _voup < 4,. A B pontban all6 megfigyel6 altal észlelt hullamhossz

N Jot Jo
viszont nagyobb lesz, mint az allo forrds esetén mért A, hiszen ettdl a helytdl a forras
tavolodik, az N szdmu periddus az s+s'=(v+u, )r szakaszra széthuzodik, és megfigyelt

o v+u
értéke A, = -

> A, lesz.
0

Ha megallapodunk abban, hogy a megfigyeld felé mozgé forras sebessége pozitiv (u, >0),
és a tavolodo forras sebessége negativ (u, <0), akkor a két Osszefiliggés dsszevonhatd a

! Christian Johann DOPPLER (1803-1853) osztrak fizikus.



TOTH A.: Hullamok/3 (kibvitet dravazlat) 54 Utolsé modositas: 2006.12.20.

alakba.
A mozgo forrasbol érkez6 hullam esetén a megfigyel6 az f' = % Osszefliggésnek megfeleld,

megvaltozott frekvenciat észlel:
, v

f: fo-

V—up

Vagyis a tapasztalattal egyezden, kozeledd forrasnal (u, > 0) nagyobb-, tdvolod6 forrasnal
(u,. <0) kisebb frekvenciat kapunk, mint a nyugvo forrassal mért f.

A szamolas alapjat képezd ,,hullamhossz-0sszenyomddas” és
,hullamhossz-megnyulds”  valdsdgosan is  bemutathatd
vizhullimok segitségével. Ha a viz felilletén mozgathato §
forrassal keltiink korhullamokat (példaul egy mozgd csébdl a Fs
feliiletre szaggatottan kiaramlo levegdvel), akkor — a |
varakozasnak megfeleléen — a képen lathatd hullamalakzatot
lathatjuk.

A masodik kérdés az, hogy hogyan befolydsolja az észlelt

frekvenciat a megfigyelonek a kézeghez viszonyitott mozgdsa.
Ha a megfigyeld6 mozog, akkor szamara a hullam terjedési | _
sebessége mas, mint ha nyugalomban lenne. Ha példaul a C pontban 16v6 megﬁgyelo a
nyugalomban 1évd forrds felé¢ (tehat a hullam terjedési irdnyaval szemben) mozog u,,

sebességgel, akkor a hullam terjedési sebességét v' = v +u,, -nek méri, és ennek megfeleléen
p_VEUy _VEuy

= Jo
A, %
frekvenciat észlel. Ellenkez6 irany mozgas esetén az észlelt frekvencia:
y V=l V=, 7
= = .
A, v

Ha a forrashoz kozeledé megfigyel6 sebességét tekintjiik pozitivnak (u,, > 0), és az ellenkezd
iranyban mozg6ét negativnak (u,, < 0), akkor a két 6sszefliggést 6sszevonhatjuk az

Jo

_vtuy,

f” J—

alakban.
A szamolas soran feltételeztiik, hogy a megfigyeld sebessége a hullamterjedés sebességével
parhuzamos.

Ha a forras is mozog, akkor A helyébe a mozgé forrasnal kapott hullamhosszt kell beirnunk a
fenti 0sszefliggésbe, vagyis
v+,

Ebbsla 1'=" }uF kifejezés beirdsa utan azt kapjuk, hogy
0
v+u,,

f=

Jos

V—up
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ahol u,, >0, ha a megfigyel6 a forras felé mozog, és u, >0, ha a forrds a megfigyel6 felé

mozog. Ellenkez6 irdnyt mozgasok esetén a megfeleld sebesség eldjelet valt.

Az Osszefiiggéseket azzal a feltevéssel kaptuk, hogy a forras és a megfigyeld sebessége
parhuzamos egymassal és a hullam terjedési sebességével. Ha ez nem igy van, akkor az
Osszefiiggésbe a feltételnek megfeleld sebességkomponenseket kell beirni.

Tovabbi megszoritas, hogy a frekvencia nem lehet negativ, vagyis tavolodd megfigyeld esetén

|u M| <v (ellenkez6 esetben a megfigyeld lehagyja a hullamot és nem észleli azt), és tavolodo

forrés esetén |u F| < v (ellenkezd esetben a forras lehagyja a hullamot).

Bar a fenti 6sszefiiggés nem érvényes, ha |u F| >V,

gyakorlatilag nagyon fontos az az eset amikor egy
folyadékban vagy gazban egy hullamforrasként
mikodd test a hulldmok terjedési sebességénél
gyorsabban mozog. Ez a helyzet all el6 példaul a
hang terjedési sebességénél nagyobb sebességgel
halado (szuperszonikus) repiilégépek esetén.

Ha a hullamforrds sebessége nagyobb, mint a
hullamterjedés sebessége, akkor a forras lehagyja
a hullamot, tehat el6tte nem alakul ki hullam, csak
mogotte. Az abran egy ilyen estben kialakuld
hulldmkép lathatd, ahol feltiintettik a mozgd
forras altal 1étrehozott hullamfrontok helyzetét Az
1d6kozokben.

Lathat6, hogy a forrds mogétt egy kup alaka hullamfront jén 1étre, amelyet Mach-kipnak’
neveznek. A Mach-kup legkdnnyebben sima feliiletli vizben a vizhulldmokndl gyorsabban
halad6 hajo mogott figyelhetd meg.

Az abra alapjan megallapithatjuk, hogy a Mach kup szogének ( 2:9) felére a

. y
sin8=—
Up

Osszefliggés érvényes, ahol v a hulldm terjedési sebessége, u, >v pedig a forras

sebességének nagysaga.
A két sebesség viszonya fontos szerepet jatszik a szuperszonikus repiilésben, ezért erre

bevezették az M =—- jellemzdt, amit Mach-szamnak neveznek. A Mach-szdm tehat azt adja
v

meg, hogy a mozgo forras (pl. repiilégép) a hullam terjedési sebességének (pl. hangsebesség)
hanyszorosaval halad.

Mivel a hullamfront két oldalan jelentds nyomaskiilonbség alakulhat ki, az ilyen hulldm az
athaladasa soran 16késszerti hatast fejt ki (16késhullam).

" Ernst MACH (1838-1916) osztrak fizikus.



