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Az anyag tulajdonsigait azonban ezzel a
modszerrel nem tanulmanyozhatjuk. Ez a
targykor ugyanis sokkal bonyolultabb annal,
semhogy kozvetleniil az eddigi alaptorvények-
b8l indulhatndnk ki. Ezek a tdrvények tul
messze esnek azoktol a tulajdonsagoktol,
amelyeket elemezni akarunk. Ha a Newton-
térvényeket alkalmazzuk, csak igen sok 1épés
utan juthatunk el az anyag tulajdonsagaihoz,
s minden egyes 1épés énmagdban is meglehe-
tésen bonyolult. A kdvetkezdkre vonatkozdan
elére meg kell mondanunk, hogy noha ana-
lizistink nagy része t6bbé-kevésbé pontos lesz,
azért 1épésrol 1épésre egyre tobbet veszitiink
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talaljuk, hogy a klasszikus, ill. a kvantum-
mechanika torvényei kozott igen fontos és
szdmottevd a kiilonbség. Ezért sok olyan ma-
gyardzat, ami a klasszikus fizikabol kovet-
kezne, ez esetben alapvetden helytelen. Mivel
kvantummechanikdaval csak tanulmanyaink
végén foglalkozunk, lesznek jelenségek, melye-
ket részben tjra kell majd tanulnunk. Mindig
jelezziik azonban, ha gondolatmenetiink zsak-
utcaba vezet, s igy azonnal tudjuk majd, hol
van a klasszikus mechanika ,,érvényességi
hatdra”. Azért foglalkoztunk a 3. kGtetben a
kvantummechanika alapjaival, hogy legalabb
elképzelésiink legyen arrdl, milyen teriileteken



nem éilje; 7megﬁ a helyétﬁ:ivl;lras’szivkﬁs mecha-"

nika.

Egyaltalan miért most foglalkozunk ezzel
a témaval? Miért nem a végén, amikor mar
ismerjiik a valdszin(iségszamitast, és a kvan-
tummechanikéat, hiszen akkor az egészet ala-
posabban targyalhatnank. A valasz: nehéz
targykort jobb lassan (fokozatosan) tanulni.
Els6 teenddnk némi elképzelést szerezni arrodl,
hogy a kiilonb6z6 korilmények kozdtt mi
megy végbe, s kés6bb, amikor mar jobban
megismertiik az alaptérvényeket, mindezt pon-
tosabban fogalmazzuk meg.

Barkinek, aki az anyag tulajdonsagait egy

valosagos probléma kapcsan akarja meg-
ismerni, az alapegyenletek felirdsaval kell kez-
denie a munkat, majd igyekeznie kell mate-
matikailag megoldani ket. Mi azonban tény-
leges sikert csak akkor érhetiink el, ha fizikai
nézGpontbol indulunk ki. Elészor valamilyen

elképzelésiinknek kell lenni arrél, hogy mitis

akarunk elérni, majd mérlegelve, hogy az adott
bonyolult helyzetben mi tekinthetd 1ényeges-
nek és mit lehet elhanyagolni, talaljuk meg a
megfeleld kozelitéseket.

Ezek a problémak annyira Osszetettek, hogy
még elemi értelmezésiik is értékes, akkor is, ha
kezdetben pontatlan és hidnyos. Fizikai tanul-
manyaink soran igy ugyanazt a feladatot jbol
és 1jbol attekintjiik, minden alkalommal pon-
tosabb kozelitéssel.

Még valami indokolja, hogy a témakort
mar most kezdjiik targyalni. Néhany fogalom-
mal mar taldlkoztunk (pl. a kémidban), né-
hényr6l pedig mar a k6zépiskoldban hallot-
tunk. Erdekes lesz fizikai alapjukat meg-
ismerni.

Példaként a kovetkezSt emlitjiik meg. Mind-
annyian tudjuk, hogy azonos térfogatu ga-
zokban azonos nyomason és hémérsékleten a
molekuldk szdma azonos. A t6bbszoros suly-
viszonyok torvényét, mely szerint két gaz
kémiai reakci6ja esetén a reakcioba 1éps tér-
fogatok mindig ugy aranylanak egymashoz,
mint két egész szam, Avogadro értette meg
eldszor annak alapjan, hogy azonos térfoga-
tok azonos szdmu atomot tartalmaznak. De
miért tartalmaznak azonos szdmu atomot?
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~ Levezetheté-e ez a Newton-torvényekbsl?

Ebben a fejezetben ezzel a specialis probléma-

korrel foglalkozunk: A kovetkezd fejezetek-

ben a nyomassal, a térfogattal és a hOdmérsék-
lettel kapcsolatos jelenségeket vizsgaljuk meg. .

Tobbek kozdtt azt taldijuk majd, hogy a
problémakor nematomos néz&pontbdi is meg-
kozelithet®, s hogy az anyagok tulajdonsagai
kozt belsd Osszefiiggés van. Ha példaul Ossze-
nyomunk egy testet, akkor felmelegszik, ha
felmelegitjiik, akkor kitagul. E két tény k6zo6tti
Osszefiiggést a jelenségek mogott levd mecha-
nizmustol fiiggetleniil is le lehet irni. Az e

problémakorrel foglalkozé tudoméanyt fermo-"

dinamikdénak nevezik. A termodinamikét ter-
meészetesen a jelenségek mogoit levd tényleges
mechanizmus ‘megismerésével lehet megérteni.
Mi éppen ezért az atomos néz&pontbdl indu-
lunk ki, s ennek segitségével magyarazzuk meg
az anyag kiilonb6z6 tulajdonsagait s a termo-
dinamika torvényeit.

Kezdjilk tehat a gazok tulajdonsigaival,
a mechanika newtoni torvényei alapjan.

39.2 A gazok nyomasa

Elészor is tudjuk, hogy a gazok nyomast
fejtenek ki. Gondoljuk at részletesen, hogy ezt
mi okozza. T S
. Ha fiiliink sokkal érzékenyéebb lenne, akko:
érzékelné, amint a levegd részecskéi nekiiit-
koznek. A fejl6dés sordn az emberi fiil nem
valt ennyire érzékennyé, de ez nem is lenne
elényos, hiszen akkor alland6 zugast halla-
néank.

A dobhértya 6sszekottetésben van a leve-
gbvel, a levegb viszont szamtalan, allanddan
és rendezetleniil mozgd molekulabdl all, ame-
lyek nekiiitkznek a dobhdrtydnak. Az
4llando ,,bombazas” eredménye a dobhartya
kis elmozdulasa lenne, mivel azonban az ato-
mok a dobhartya masik oldalat is ugyanolyan
mértékben dllanddan bombazzak, az eredd eré
zérus. Ha egyik oldalrdl eltavolitanank a leve-
gbt, vagy megvaltoztatnank viszonylagos
mennyiségét a két oldalon, akkor a bombdazas
mennyisége egyik oldalon nagyobb lenne,
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mint a mdsikon, és a dobhértya valamilyen
mértékben elmozdulpa. Néha, amikor tal

~-gyorsan-emelkediink -fel lifttel vagy repiil6-

géppel; érezziik is ezt a kényelmetlen hatist,

_ _kiilon6sen _ha még meg is vagyunk fizva

{(ilyenkor ugyanis a gyullad4s miatt elzarodik
a dobhartyan beliili teret és a kiils6 levegdt a
torkon keresztiil 6sszekots cs8, tgyhogy a két
nyomds nem tud elég gyorsan kiegyenlitédni).

A helyzet kvantitativ analiziséhez képzeljiik
el, hogy egyik oldaldn mozgathaté dugattyi-
val lezart dobozban adott térfogatii gdz van
(39.1 4bra). Szeretnénk tudni: mekkora erd

~——hat a-dugattytira egyszerfien annak kovetkez-

tében, hogy a dobozban atomok vannak.

. L e A
B » . > 1 F
. y .

|
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39.1 dbra. Gazatomok surléddsmentes dugattyd-
val lezart dobozban

A V térfogatti dobozban az atomok kiildnbdzé
sebességgel mozogva beleiitkdznek a dugaty-
tyaba. Tegyiik fel, hogy a dugattyu kiilsé olda-
l4n semmi sincs, azaz vakuum van! Mi tor-
ténik ekkor? Ha a dugattytl magéra lenne
hagyva, és semmi sem tartand, akkor vala-
hanyszor nekiiitédik egy atom, mindannyiszor
kis impulzusra tenne szert, és fokozatosan ki-
16k&dne a dobozbdl. Hogy ez ne kovetkezzen
be, F er6vel kell a dugattyit visszatartanunk.
A kérdés: mekkora ez az Ferb?

Az er6t az egységnyi feliiletre vonatkoztat-
juk: ha A a dugattyu feliilete, akkor a rd hato
erd ezzel a feliilettel lesz ardnyos. Definidljuk a
nyomast mint a dugattyura haté er6 és a
dugattyu felilletének hanyadosat:

F

p=—.

y (39.1)

Az elmondottak jobb megértéséhez levezet-
jiik a A elemi munka kifejezését (kés6bb még
mas célbdi is sziikségiink lesz rd). A gazban a
dugattytt —dx elmozduldsakor végzett dW
munka az erd és az elmozdulés szorzata, ami a

-(39.1) egyenlet értelmében a nyomas, a feliilet

és az elmozdulas szorzataval egyenld:
AW = F(—dx) =—pAd dx =—p dV.

(39.2)

(Az A feliilet és a dx t4volsag szorzata a tér-
fogatvaltozast adja meg.) A negativ eljel azt
fejezi ki, hogy az Osszenyomds miatt csgkkent
a térfogat. Ezt meggondolva belathatjuk,
hogy a gézok Osszenyomésihoz munkat kell
végezni.

Mekkora erst kell kifejteniink ahhoz, hogy
a molekuldak dugattyunak iitkozését ellen-
stlyozzuk ? A dugattyd minden egyes iitkdzés--
kor bizonyos impulzust kap. M4asodpercen-
ként meghatdrozott impulzus dramlik a du-
gattyura, amely ett6l mozgdsba jon. A dugaty-
tyd nyugalomban tartdsdhoz mésodpercen-
ként ugyanakkora impulzust kell neki atad-
nunk. Ily médon az er8 azzal az impulzussal
egyenld, amelyet nekiink kell masodpercen--
ként a dugattyaval kozdlniink. Ha engedjitk
a dugattyut mozogni, akkor a ,,bombazasok’”
hatdsara bizonyos ‘sebességre tesz szert; min-
den iitk6zés utdn kicsit nagyobb lesz a sebes-
sége; vagyis gyorsulni fog. Gyorsuldsa aranyos.
a rahaté erdvel. Latjuk tehat, hogy az erd
(amelyet a nyomas és a feliilet szorzataként
definidltunk) egyenlé az iitk6z6 molekuldk.
altal a dugattyinak masodpercenként atadott
impulzussal.

A masodpercenkénti impulzust kénnyti ki-
szdmitani. A szamolast két részben végezziik
el. Elébb kiszdmitjuk a dugattytival iitk6zs
egy atom altal atadott impulzust, majd azt,
hogy az atomok mdsodpercenként hanyszor
titkbznek a falba. Az erd e két tényez6 szor-
zata.

El8szor feltételezziik, hogy a dugattyt az
atomokra nézve tokéletesen ,,visszatiikrozé”.
(Ha nem ez a helyzet, akkor az egész elmélet
rossz, a dugattyd melegedni kezd, és minden
megvaltozik. Egyensuly esetén azonban tény-
legesen azt kapjuk, hogy az iitk6zések teljesen:
rugalmasak. A bejovs és tdvozd részecskék
atlagos energidja nem valtozik.) Feltételezziik
tehat, hogy a giz egyensulyi allapotban van,.
s nincs energiaveszteség. Ilyen koriilmények
kozott a dugattytira adott sebességgel érkezs:
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‘részecske ugyanazon sebességgel -tavozik -és--

kozben tomege nem véltozik.

Ha v az atom sebessége, és ennek x iranyu
komponense vy, akkor mvy a ,,bejévé” impul-
zus x komponense. Mivel a részecske ,,vissza-
verédik”, ezzel egyenld a ,,kimend” kompo-
nens is, a dugattyinak a részecske aital egy
1itkdzés soran atadott teljes impulzus 2mv;.

Ezutdn térjiink 4t a masodpercenként vagy
tetszbleges idGtartam alatt dugattyunak {it-
k6z8 atomok szamanak meghatdrozasira. Az
utobbi esetben a valasztott ds idGtartamra

jutd iitkozések szamat dz-vel elosztjuk. Hany
.atom litk6zik ? Ha V térfogatban N atom van,™

az egységnyi térfogatban levs atomok szdma:
n = N|V. Megjegyezziik, hogy valamely 7 id6-
‘tartamon beliil, a dugattyu felé adott sebes-
séggel haladé részecskék koziil csak azok érik
€l a dugattyut, amelvek elég kozel vannak
‘hozza.

Ily médon csak azon részecskék {itkdznek a
-dugattyaba, amelyek a kezdeti id6pontban
nar a dugattyutol v,z tdvolsdgon beliil tartdz-
kodtak. A ¢ id6 alatti iitkozések szdma tehdt
.a vt tavolsagon beliil levd atomok szaméaval
egyenld. Mivel a dugattyu feliilete 4, ezért a
dugattyuba iitk6z8 atomok altal elfoglalt zér-

fogat vitA. A dugattyiba itk6z6 részecskék

szama pedig ezen térfogat s az egységnyi tér-
fogatban levé atomok szdmdnak -szorzata:
#tA. Mivel mi nem a ¢ id6 alatti, banem a
masodpercenkénti iitkdzések szamat keressiik,
a t id6vel osztunk, igyhogy a keresett ered-
mény nv.A4. (Bzt a ¢ id6t nagyon révidre va-
laszthatjuk, s6t ha elegansabb megoldast sze-
retnénk, akkor dz-t irunk és derivalunk, de
-ezzel semmi sem valtozik meg.)
gy tehat azt taldljuk, hogy az eré:

- F = nved - 2mvy. (39.3)

Vegyiik észre, hogy édllando részecskesfir{iség
esetén az erd ardmyos a feliileitel! A nyomas
innen egyszerien adodik:

p = 2nmvl. (39.4)

Most mar kijavithatunk egyes pontatlansa-
-gokat. El6szor is: nem minden molekula se-
bessége azonos, €s nem is mozognak azonos
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irdnyba. Vagyis a vi-ek kiilénb6z8k! Mind-
egyik molekula a maga részével hozzdjarul a
hatashoz, ezért természetesen dtlagolnunik kell

az Osszes molekulara. Amire sziikségiink van,

az a (v3). Bzzel:

= nm(v% > (39.5)

Elfeledkeztiink a 2-es szorzér6l? Nem! Csak
figyelembe vettiik, hogy az atomoknak csak a
fele halad a dugattyu felé, a masik fele az ellen-
kez irdnyba megy! Amikor (vZ)-ot képezziik,
akkor a negativ vy -ekre éppugy 4atlagoltunk,
mint a pozitiv vy-ekre. Emiatt v2 éppen két-
szerese annak,"amire sziikségiink van.~A-v2-
nek pozitiv v,-ekre vett 4tlaga egyenlS az Osz-
szes vy-ekre vett atlag felével.

Mivel az atomok minden irdnyban mozog-
hatnak, nyilvanvalod, hogy az ,,x irdny” nem
kitiintetett, az atomok éppugy mozoghatnak
fel-le, elére-hatra, be- és kifele. Ezért (v%) (az
atomok mozgasi sebességének egyik iranyban
vett négyzetes kozépértéke) egyenld a barmely
irdnyban vett sebesség négyzetes kozépértéke-
vel:

@ =@ =0 (99
Most mar egyszeriien csak matematikai tigyes-
ség kérdése, hogy észrevegyiik, mindegyik tag
egyenld Osszegiik — vagyis a sebesség négy-
zete — egyharmadaval:

o 1 o, o, .o v

@x =5 (it vtz = 5
) (39:7)
Ennek megvan az az elénye, hogy nem kell
foglalkozni valamilyen specialis irany kivalasz-
tasaval. Igy a nyomdsra vonatkoz6 Osszeflig-

gést ujra leirhatjuk:
2 2

p={= n/ o .

3 \ 2

Az utolsé tényezdt azért irtuk az (mv?/2) alak-
ban, mert ez a molekuldk tomegkdzépponti
mozgasanak kinetikus energidja. A tovabbiak-
ban azt taldljuk, hogy

V=N (%) < ’”2”2>, (39.9)

(39.8)

[ —
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amib6] a sebesség ismeretével gyorsan kisza-
mithatjuk a nyomds nagysagat.

" Nagyon egyszerli példaként v1zsga1_1unk
gazokat, pl. héliumot, az elég magas hémér-

- sékleti -higanyt vagy kéaliumg&zt, ill. argont.

Ezek egyatomos gazok, amelyeket gy tekint-
hetiink,  mintha az atomon belill nem lenne
mozgds (Osszetett molekula ®setén mdér fel
kellene tételezni valamilyen rezgést vagy egyéb
mozgast). Hogy ez mennyiben engedhetd meg,
az igen bonyolult kérdés, amelyre még vissza-
tériink,. &s akkor majd belatjuk, hogy vizsga-

_latainkban a feltételezés megengedett.

Ha tehat elhanyagoljuk az atomok belss
mozgasat, akkor a tdmegkdzépponti mozgis
kinetikus energidja maga az Osszes energia.

~ Egyatomos gazok esetén a kinetikus energia

‘ténylegesen a teljes energidval egyenld. Altala-
ban U-val jeloljiik a teljes energiat, vagyis a
gazban levé molekuldk vagy barmilyen més
.objektum OsszenergidjatT Ezt belss energianak
is nevezik.

Egyatomos gaz esetén feltételezziik, hogy az
U teljes energia az atomok szdménak és atla-
gos kinetikus energidjanak szorzatival egyenld,
mivel elhanyagolunk minden atomokon beliili
gerjesztést és belsé mozgast. Ilyen koriilmé-
nyek koézott azt kapjuk, hogy

2
P =30 (39.10)

Alljunk meg itt egy pillanatra, és adjunk va-
laszt a kovetkezd kérdésre: Mekkora nyomas
sziikséges egy tartdlyban levg gaz adott tér-
fogatra valé (lassu) komprimdldsihoz? Azt
mondhatnank, hogy ezt konnyen kiszamithat-
juk, hiszen a nyomas egyenld az energia 2/3-a
osztva a térfogattal. Igen &m, de a gaz Ossze-
nyomdsa kOzben munkat végziink, s ezdltal
noveljiik az U energiat. Ha adott energidju €s
térfogata allapotbol indulunk ki, akkor ismer-
_jlik a nyomadst is ebben az allapotban. Mihelyt
elkezdjiik az 6sszenyomast, az U energia ndni,
a V térfogat pedig csSkkenni kezd.

Egy differencidlegvenletet kell tehat meg-
oldanunk, de miel6tt ezt megtennénk, felhiv-
juk a figyelmet arra, hogy a gaz Ssszenyomdsa-

kor végzett Osszes munka az atomok ener-
gidjanak novelésére forditodik. Megkérdez-
hetjiik: ,,Sziikséges ezt kiemelni? Mi mésra is
forditodhatna ?”’ Nos, kideriil, hogy masra is
forditddhar. A falakon keresztil ,kifolyhat”
az energia: a falakat bombaz6 igen gyors ato-
mok felmelegitik a falakat, s igy energia tédvo-
zik a kornyezetbe. Feltételezziik azonban,
hogy a mi esetiinkben ez nem kovetkezik be.
‘Végezziink kis 4ltaldnositast (bar még igy is
egy meglehetSsen specidlis esetet tekintiink) és
= (2/3)U helyett irjuk a kovetkez6t:

=@m—1)U. (39.11)

Kényelmi - okokbdl irtunk (x—1)-et, mert
néhany olyan esettel is foglalkozunk majd,
ahol U el6tt nem 2/3, hanem attél kiilonbszd
szam 4ll. Az 4ltaldnossdg kedvéért ezt az
U el6tt allé szamot mi is — mint mar kozel
100 éve masok is — (x—1)-gyel jeloljiik.
A héliumhoz hasonld, egyatomos gazok ese-
tén % = 5/3, mert (5/3)—1 = 2/3.

Mar lattuk, hogy gizok Osszenyomdsakor
a végzett munka: —p dV. Az olyan komp-
ressziot, amelynek sordn sem energiak6zlés,
sem energiaveszteség nem 1€p fel, adiabatikus
kompressziénak nevezziik. Ez a sz6 a gdrog
a(nem)+ dia(keresztiil)+ bainen(menni)  sza-
vakbdl szarmazik. (Az adiabatikus szot a fizi-
kaban kiilonbozd értelemben hasznaljak s néha
nehéz felismerni, hogy mi a koz0s az egyes
esetekben.) Adiabatikus kompresszi6 esetén a
teljes munka a belsd energia megvéltoztata-
sara forditédik: p dV = —dU. Mivel azon-
ban U = p¥V(x—1), irhatjuk, hogy ‘

d d
dUu = Mﬂ . (39.12)
(=x—1)
Vagyis pdV = —(pdV+Vdp)/(x—1), ill
#p AV = — ¥V dp. Innen a valtozok szétvilasz-
tasaval:
xdV d
T A} (35.13)
4 D

Ha x allandé — ami egyatomos gdzok eseté-
ben igaz is —, az egyenlet integralhatd: » In
V4lnp =InC, ahol In C az integralasi
alland6. Mindkét oldal exponencidlisat véve
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kapjuk a

T pV* = C konst. (39.14)
toérvényt. Szavakkal: adiabatikus kompresszio
soran, amikor a hémérséklet novekszik (mert
nincs energiaveszteség), a nyomas és a térfogat
5/3-ik hatvany4nak szorzata egyatomos gazok
esetén alland6 ! Ezt az eredményt elméleti titon
vezettiik le, de kisérletileg is igazolhato, hogy
az egyatomos gazok ténylegesen igy viselked-
nek.

393 A sugﬁrzési tér nyomasa

Vegylink a kinetikus gdzelméletbdl még egy
példat, ami nem is annyira a kémidval, mint
inkabb az asztronomiaval kapcsolatos.

Tegyiik fel, hogy igen sok foton van egy
nagy homérsékletli dobozban. Ilyen doboz
csak valamilyen forré csillag gézhalmaza
lehet. (A Nap ehhez nem elég forrd, ott még
mindig nagyon sok atom van.) Gondolatkisér-
letiinkben azonban feltételezhetjiik, hogy a
,,dobozban” kizardlag fofonok vannak. Egy-
egy fotonnak p impulzusa van.

A kinetikus gazelmélet targyalasa soran
,,nehéz helyzetben” vagyunk, mert a p betii a
nyomast és impulzust is jelenti. Megkiilonboz-
tetésiil a nyomas: p, az impulzus pedig p. (Ha
félreértést nem okozhat, és ahol az impulzus-
nak csak az abszolut értékével szamolunk, ott
hasznaltuk a p jelet is.)

Elvégezve az el6bbi analizist, azt kapjuk,
hogy a p vektor x komponense felelés a foto-
nok falbaiitkdzésekor felléps ,,1okésért”, s
ennek kétszerese az iitk6zéskor atadott impul-
zus. Igy tehat 2p,-et frunk 2mw, helyett, deaz
iitkozések szaimanak meghatarozasdhoz most
is vy-et hasznaljuk. Az el6z6 pontban bemuta-
tott szamitast megismételve, a nyomasra vo-
natkoz6 (39.4) egyenlet:

P = 2npvy. (39.15)
Az atlagolasnal p.v. atlaganak n-szerese 1ép
fel (emlékezziink a 2-es faktorrdl mondot-
takra), és végill a masik két irdnyt is figye-

- Ez megfelel-a (39.9) &sszefiiggésnek, mivel az

lembe véve:

) 7 > BERNCER D S

3

impulzus mv, de ez a képlet &ltaldnosabb.
A nyomas és a térfogat szorzata az 9sszes atom
szamanak és (1/3)p-v atlaganak a szorzata-
val egyenld.

Mivel egyenl6 a p-v szorzat fotonok esetén?
Az impulzus és a sebesség azonos iranyuak, a
sebess€ég nagysaga pedig a fénysebességgel

egyenl6;-vagyis-a-p-v-szorzat-a -foton-impul- -... ..

zusdnak és-a fénysebességnek a szorzata. Ez a
szorzat ‘azonban a foton energidjat adja:
W =p-c, vagyis a kérdéses tagok az egyes
fotonok energidgjaval egyenlk; az atlagos -
energiat kell tehdt megszoroznunk a fotonok
szamaval. Ily m6don a gaz belsd energidgjanak
1/3-at kapjuk:

pV = TU (fotongaz esetén).  (39.17)
J

Fotonokra tehat — mivel az U el6tti szorzd
értéke 1/3 — a (39.11) képletben (x— 1)-re 1/3,

ill. »-ra 4/3 adédik, s igy megkapjuk a do-
bozba zart sugarzas torvényét:

___pVB=C. - (39.18)

Most mar ismerjiik a sugdrnyomas tSrvényét!
Ezt az Osszefiiggést hasznaljak a csillagok
sugarzasi nyomasanak analizisekor, ezzel sza-
moljak ki a sugdrnyomdast és annak valtozasat
a csillag kompresszidja esetén. Egyszeriien
csodalatos, mi mindent tudunk mar! v

39.4 A hémérséklet és a kinetikus energia

Mindeddig nem foglalkoztunk a #dmérsék-
lettel, szandékosan elkeriiltiik ezt a fogalmat.
Ismeretes, hogy a gazok Osszenyomadsa folya-
man a molekuldk energidja novekszik, azt
szoktuk mondani, hogy a gz felmelegszik.
Szeretnénk tudni, hogy mi koze van ennek a
hémérséklethez. Tudjuk mar, hogy mit jelent

+

az adiabatikus kompresszio, de hogyan lehet
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dllando hémérséklet mellett elvégezni egy ki-
sérletet? Ha két gazzal teli dobozt egymds

. mellé helyeziink, és elég hosszu ideig igy hagy-

P

juk &ket, akkor h&mérsékletiik azonossa va-
lik, még ha kezdetben a dobozoknak olyan

~ tulajdomsdguk is volt, amit kiilonbdzd hé-
mérsékletlinek neveziink. Két test azonos hé-
mérséklete nem mds, mint elég hosszu ideig
tartd kapcsolatuk végéllapota.

Mi torténik, ha két kiilonbozd gazt tartal-
maz6 dobozt mozgbd dugattytival kettévalasz-
tunk a 39.2 4bran lathaté médon. (Egyszer(i-
ség kedvéért feltételezziik, hogy a két gaz egy-

E.—atomos,-mondjuk-hélium és neon.) Az /- rész-

ben térfogategységenként », atom van, melyek
nek tSmege m;, sebessége vy, a 2 részben ezen
. mennyiségek értéke n,, m, és v,. Milyen fel-

i tételek mellett 41l be az egyensuly ?

° o o

° o
e o

) (2)

39.2. dbra. Két killonbdz6 egyatomos gaz atom-
jai dugattytival elvalasztott dobozban

Nyilvdnval6é, hogy a bal oldalrdl jové
,,bombazdsok” hatdsara a dugattyt jobbra
mozdul el, és Ssszenyomja a masik gazt, mig a
megfeleld nyomds ki nem alakul. Ugyanez
megy végbe forditott irdnyban is. A dugattya
tehat jobbra-balra mozog, majd fokozatosan
nyugalomba keriil azon a helyen, ahol a nyo-
mds mindkét oldalrdl azonos. A két nyomias
egyenldsége azt jelenti, hogy az egységnyi tér-
fogatra es6 bels6 energia (azaz az 4tlagos kine-
tikus energia és az n részecskeszam szorzata)
mindkét oldalon azonos. Amit bizonyitani
akarunk az az, hogy a szorzat egyes tényez5i
kiilon-kiilon is egyenl6k. Mindeddig csak azt
tudtuk, hogy az # részecskeszamok és a kine-
tikus energidk szorzata egyenld:

. myv _/mys
1 2 = Ny 3

Ez (39.8)-bdl kovetkezik a nyomasok egyen-
16sége folytan. Tisztaban kell lenni azonban

-

azzal, hogy az egyensuly kialakuldsianak ideje
alatt, amig a gdzok hémérséklete kiegyenlits-
dik, nemcsak ez az egyetlen feltétel teljesiil,
hanem még valami més is végbemegy.

A jobb érthet&ség kedvéért tételezziik fel,
hogy a bal oldali nyomést nagy sfirfiség, de kis
sebesség okozza. Nagy # és kis v érték esetén
megkaphatjuk ugyanazt a nyomast, mint ami

-kis n és nagy v esetén alakul ki. Az atomok

ugyanis mozoghatnak lassan, és ugyanakkor
slirlin egymas mellett helyezkednek el, vagy
kevesebb atom van, de azok nagyobb erdvel .
litkbznek a dugattyuhoz. Vajon 6rokké meg-
maradhat-e ez az egyenstlyi allapot? El&szor
ugy tlnik, hogy igen. Ha azonban alaposab-
ban meggondoljuk, akkor r4jéviink, hogy egy
fontos dologrél elfeledkeztiink. Nevezetesen
arrdl, hogy a két gz kozti dugattyira hatéd
nyomds nem egyenletes. A dugattyti éppugy
ugrdl, mint a dobhartya, amir5l a 39.2 sza-
kaszban beszéltiink, hisz egyetlen 1j iitk6zés
sem hasonlit az el6z8hoz. Nincs allandd és
egyenletes nyomds, hanem ,,d6rombolés”.
A nyomds allandéan véltozik, s igy a dugattya
rezeg. Tételezziik fel, hogy a jobb oldalrél az
atomok iitk6zése tobbé-kevésbé egyenletes,
a bal oldalon viszont kevés atom van, az iit-
kozések ritkabbak, de igen energikusak. Ezek
az impulzusok a dugattyut a jobb oldalon levé
lassti atomok felé 16kik, és nagyobb sebességre
gyorsitjdk Sket. (Hiszen minden egyes atom,
amelyik ‘a dugattyaval {itkézik, energiat kap
vagy veszit attol fligg6en, hogy a dugattyu az
litkdzés pillanatdban milyen irdnyba mozog.)
Az iitkozések eredményeképpen tehat a du-
gattyu rezeg és ez hat a masik gdzra, energiat
ad 4t a tobbi atomnak, s felgyorsitja ket. Ez
egészen addig folytatodik, amig ki nem egyen-
sulyozédik a dugattyt ugrandozasa. A rend-
szer akkor éri el az egyensilyt, amikor a
dugattyi olyan atlagos sebességgel mozog,
amely mellett az energiafelvétel sebessége ki-
riilbelill megegyezik az energiadtadas sebes-
ségével. A mi feladatunk a dugattyt sebességé-
ben felléps atlagos szabilytalansig kiszami-
tasa. Ennek ismeretében kozelebb jutunk ere-
deti probiémank megoldisdhoz, mivel a giz-
atomok sebessége olyannd valik, amelynél
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"7 a dugattyu kozvetitésével —-az egyik'gaz az -
 idéegység alatt annyi energiat kap a masiktdl,

amennyit 6 atad a masiknak.

A dugattyd mozgéasat részletesen kiszami-
tani nagyon bonyolult lenne. Elvileg megérteni
a jelenséget egyszert, analizalni kissé- nehe-
zebb. Miel6tt azonban elemeznénk, foglalkoz-
zunk egy masik problémé.valz egy tartidlyban
két kiilonbdzd giz van; a gazmolekuldk my,
ill. m, tomegliek, és vy, ill. vy sebességliek. Ez
‘esetben sokkal szorosabb a kapcsolat a mole-
kulak kozott. Az a kezdeti allapot, amelyben
az Gsszes 2 molekula nyugalomban van, nem
tarthaté fenn sokaig, mivel az I molekulak
meglokik ket, s igy sebességre tesznek szert.
Hasonléan nem tarthat sokd az az 4llapot sem,
amelyben az Osszes 2 molekula gyorsabb,
mint az ] molekuldk, mert akkor az I moleku-
14k vesznek 4t energiat. Ha tehat a két giz
ugyanabban a tartalyban van, akkor meg kell
hatéroznunk a két gaz molekulainak relativ
sebességét. .

Ez a feladat is bonyolult, de azért mar meg
tudjuk oldani. (Ez megint olyan eset, amikor a
levezetéstdl fiiggetleniil a végeredményt kony-
ny(i megjegyezni, de a levezetéshez nagy mii-
vészet kell.) Tegyiik fel, hogy két kiilonbdz6
témegli molekula iitkozik, s az iitk6zést a
rendszer tomegkodzéppontjabol (TKP) nézziik.
Az impulzus- és energiamegmaradas torvényé-
b6l levezetett iitkozési torvénybdl tudjuk,
hogy a molekuldk iitkozésiik utdn csak ugy
mozoghatnak, hogy mindegyik megtartja ere-
deti sebességét, és csak mozgdsi irdnydt val-
toztatja meg. Egy ilyen jellegzetes titkozést lat-
hatnak a 39.3 4bran. Csak olyan iitkozéseket
figyeliink meg, amelyek tomegkdzéppontja
nyugalomban van. Tételezziik fel tovabba,
hogy kezdetben minden molekula vizszintes
irAnyban mozog (természetesen az els6 utko-

zés utan néhany molekula mar ettél eltérd
irdnyban is haladhat). Mds szavakkal: még
akkor is, ha kezdetben valamennyi molekula
csak vizszintesen mozog, taldlunk kés6bb leg-
alabb néhany molekuldt, amely fiiggtleges
iranyban halad. A kés6bbi iitkozéseknél tehat
a molekulak a vizszintestdi eitérd iranybol ér-
keznek é&s kiillonbézd iranyba szérédnak. Vé-
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giil is milyen lesz az eloszlas? Vélasz: barmely

részecskepdr a tér barmely irdnydba egyforma
valdszintiséggel mozog. Ezutdn mar semmilyen
tovabbi iitkozés sem tudja megvaltoztatni az
eloszlast.

Hogyan értjiik azt az allitast, hogy tetszo-
leges iranyba valé haladis egyenld val6szini-
ségli? Természetesen nem lehet beszélni vala-
milyen adott irdnyba val6 haladas valészinii-
ségérdl, hiszen egy adott irdny ehhez tilsago-
san meghatarozott, talsagosan sziik; valasz-
tani kell egységnyinek ,,valamit”. Elgondola-
sunk az, hogy az iitkdzési pont (mint k&zép-

-pont) koré képzelt- gdmb valamely_feltiletda-

rabjan éppen annyi molekula halad keresztiil,
mint e gdmbnek barmely masik, az elézovel
egyenls teriiletil feliiletdarabjan. Vagyis: az
iitkozések . eredményeképpen a molekuldk
irany szerinti eloszlasa olyan lesz, hogy a mole-
kulédk a gdmb barmely azonos nagysagu felii-
letelemén azonos valészinfiséggel haladnak 4t.
Mellesleg, ha az eredeti irdnyt és a vele vala-
milyen ® szdget bezdré iranyt tekintjiik, akkor
az egységsugari gdbmb elemi feliilete 27z-nek és
sin & d¥-nak, vagyis cos ¢ derivaltjanak szor-
zata. Ez azt jelenti, hogy két tetsz&leges irany
kézti 9 szog koszinusza egyforma val6szin(-
séggel vehet fel —1 és 41 kdzott barmilyen
értéket. .
Térjiink most vissza az eredeti ‘problémara,

ahol nem a TKP rendszerbeli iitkozésrél van
sz6, hanem két, egymas felé v, &s v, sebessé-
gekkel haladé atomrél. Mi torténik ilyenkor?
A tomegkozéppont az adott esetben a tome-
gek szerint sulyozott ,,atlagos” sebességgel
mozog: :

vrre = (myVytmaVy)[(mytmy).

A kérdéses iitkdzés a TKP rendszerben a
39.3 4bran lathatéhoz hasonld, de a részecs-
kék egymashoz viszonyitott sebessége €ppen

=v,—V, A lényeg a kovetkez0: maga.a
tomegkozéppont mozog, a tomegkszépponti
rendszerben a molekuldk w relativ sebesség-
gel kozelednek egyméshoz, Osszelitkoznek, €s
valamilyen 1ij irdinyban haladnak tovabb. Mi-
kézben mindez végbemegy, a témegk8zép-
pont mozgésa nem valtozik.

——
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39.3 4bra. Egymastél kiilonbozs molekuidk titko-
zése a TKP rendszerbdl nézve

Milyen eloszlasra vezet mindez ? E16z6 meg-
gondolasainkbdl arra a kévetkeztetésre jutunk,
hogy egyenstly esetén a w relativ sebességnek a

e tOMegkdzéppont mozgdsdnak -irdnydhoz viszo-

nyitott barmely irdnya egyformdn valdszini.*
Ez azt jelenti, hogy végiil semmilyen korrela-
ci6 sem lesz a relativ sebesség irdnya és a to-
megkdzéppont.haladasi irdnya.kdz6tt. (Még
ha kezdetben lenne is valamilyen kapcsolat, az
iitkozések fokozatosan lerontandk.) Ezért a
w és vrxp altal bezért szog koszinuszénak at-
laga zérus; vagyis:

<W . VTKP> =0. (3919)

A w.vrgp szorzatot v, és v, segitségével ki-

fejezve:
Vi—V,) (m v+
W Vrgp = (v1—¥y) (myvy+myvy) —
my+my,
\ .
(myv]—myvd)+ (my—my) (vy - v5)
my+m, )

(39.20)

Tekintsiik el6szér a v,-v, szorzatot; mivel
egyenld v,-v, atlaga? Mads szavakkal: mivel
egyenlé az egyik molekula azon sebesség-
komponensének atlaga, amely a masik mole-
kula mozgdsi iranyiba esik? Nyilvanvalo,

hogy valamely molekula barmely iranyban .

egyforma valdsziniiséggel haladhat. A v, se-
besség dtlaga minden irdnyban zérus. Kovet-

kezésképp v, atlaga a v, irdnyban is zérus, és

* Ez a Maxwell-féle érvelés-kissé bizonytalan.
Bar a leveget_és helyes, az eredmény ner kovetke-
zik az eddigi szimmetria-megfontolasokbél, mert -
p’I. gazban mozgbd vonatkoztatdsi rendszerre 4t-
ter've, eltorzult sebességeloszlast kapnank. Az ered-
ményre mindeddig nem tudtak egyszer(i magyara-
zatot adni. -

A HOMERSEKLET ES A KINETIKUS ENERGIA

1=

igy a vy-v, szorzat atlaga is zérus! EbbdS] ko-

vetkezik, hogy m,v} atlagdnak egyenlének kell

lenni myv? atlagival vagy ami ugyaraz: a kst

molekula dtlagos kinetikus energidjénak egyen-
I6nek kell lennie:

i 5 1

myv; = —_5,—

2
> myvs .

(39.21)
Kétféle atombdl 4ll6 gdzra kimutathato, hogy
az egyik atomfajta kinetikus energidjanak
atlaga ugyanakkora, mint a masiké. Tételez--
ziik fel, hogy ezt mar bebizonyitottuk. A ne--
héz atomok lassabban mozognak, mint a kény-
nyliek, s ez kisérletileg is kdnnyen kimutat-
hato.

Most egy lépéssel tovabbmegyiink, és azt
mutatjuk ki, hogy két kiilonb6z6 gaz atlagos.
kinetikus energidja az egyensuly beilita utan:
akkor is egyenld lesz, ha a két gaz egymastol
el van kiil6nitve. A bizonyitisnak t6bb modja
van, az egyik a kévetkezd:

'Legyen a rogzitett valasztéfalon olyan ki-
csiny nyilas (lasd 39.4 abrat), amelyen csak az.

. [o- . o
- i, .00
I

39.4 dbra. Két gaz, félig ateresztS hartya A~
lasztott dobozban ° yaval elvd

egyik gaz szivaroghat 4t, és a masik nem, mivel
ennek molekulai til nagyok. Tudjuk, hogy az.
egyenstly bedllta utan abban a részben, amely-
ben mindkét gdz molekuldi megtaldlhatok,.
atlagos kinetikus energidjuk azonos lesz. Mi-
vel a molekuldk ko6z6tt olyanok is vannak,
amelyek a nyilason keresztiil energiaveszteség
nélkiil 1éptek at, az atlagos kinetikus energia
azOnos a tiszta gazban és a keverékben. Az ér-
velés nem egészen kielégitd, hiszen lehet, hogy
nincsenek olyan nyilasok, amelyeken csak az
egyik fajta molekula haladhat 4t, a masik
azonban nem.

Térjlink most vissza a dugattyus probiéma-
hoz. Be lehet bizonyitani, hogy a dugattyu ki-
ngtikus energidjanak is (1/2)myv3-nek kell len-
nie. Ténylegesen a dugattyu kinetikus energiaja
csak vizszintes irdnyd mozgdsaval kapcsola-
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" tos. Elhanyagolva a lehetséges fel-le irAnyulo

mozgast, a dugattyn kinetikus energiaja

(1/2)myvé.. Ugyanigy a masik oldal egyen-

sulya alapjan igazolhatd, hogy a dugattyd ki-
netikus energidja (1 /Z)mlv%x. Habar a dugattya
nem a gaz kdzepén, hanem egyik oldalan van,
azért még mindig bizonyithat6 — ha kissé
nehezebben is, mint eddig —, hogy a dugattya
€s a gdzmolekuldk atlagos mozgési energidja
azlitk6zések kovetkeztében egymdssal egyenld.

Ha ez a bizonyitds sem elégit ki benniinket,

akkor még egy esetet valaszthatunk, amelyben
az egyensily bedllasat egy mindkét oldalrél

meglokhetd berendezés-biztositja. Tételezziik -

fel, hogy a dugattyd mindkét végén egy-egy
golydban végz6d6, rovid rad van keresztiil-
dugva. A rud strléddsmentesen csuszik a
dugattyuban. Mindegyik golyot barmely ol-
dalrol érheti 16kés, de csak egyfajta molekula
1észér8l. A berendezés Gssztomege m, a gaz-
molekuldk témege pedig — mint eddig is —
my &s my. Kordbbi bizonyitds szerint az m t6-
megli berendezés kinetikus energidja az egyik
oldalon levs molekuldkkal vald titkdzések ko-

" vetkeztében atlagosan (1/2)myv?. Hasonl6an

a masik oldalon az 4tlagos kinetikus energia
{1/2)m,v3. Egyenstly esetén tehat a rad mind-
két oldaldn Ievd golyd kinetikus energidjanak
azonosnak kell lennie. Ez azt jelenti, hogy a
gazok keverékére bebizonyitott tételt kozvet-
leniil altaldnosithatjuk, két kiilonb6z6, egy-
mastdl kiilonvalasztott, de azonos hémér-
sékletii gaz esetére is.

gy tehét: ha két gdz azonos hémérsékletii,
akkor a részecskék tomegkozépponti rendszerre
vonatkoztatott dtlagos kinetikus energidja
egyenld.

A molekuldk 4tlagos kinetikus energidja
nem a gizra, hanem csak a ,,h6mérsékletre”
jellemzd tulajdonsag, ezért felhasznalhatjuk a
hémérséklet definidldsira. A molekulak atla-
gos kinetikus energidja a hémérséklet vala-
milyen fiiggvénye. Ki mondja azonban meg
nekiink, hogy milyen skala szerint szdmoljuk a
hémérsékletet? Definidlhatunk egy tetszdleges
hoémérsékleti skalat tgy, hogy az atlagenergia
egyenes aridnyban legyen a homérséklettel.
Erre a legjobb lenne magat az atlagenergiat

KINETIKUS GAZELMELET

,,hémérsékletnek” nevezni. Ez lenne a lehetd
legegyszer(ibb fiiggvény. A hémérsékleti ska-=

14t azonban mér masképp valasztottdk meg, ... il 5 2
- dés. Ugy adddott, hogy a kényelem kedvéért

s igy ahelyett, hogy a molekulak atlagenergia-
jat neveznénk kozvetleniil h&mérsékletnek,
egy allandd atszamitési szorzot haszndlunk a
molekula atlagenergiaja és a termodinamikai,
masnéven abszolut hSmérséklet (mértékegy-
sége a kelvin) k6zott. Az aranyossagi tényezd

értéke k = 1,38.10723 J/K .* Ha tehit T'a gaz .
‘abszolut hémérséklete, akkor definicionk sze-

rint a molekula 4tlagos kinetikus energidja
(3/2kT. (A 3/2 szorzot csak a kényelem ked-

-véért -haszniljuk,~mivel-igy -a késGbbi- Hssze--

fiiggésekben megszabadulhatunk majd a szor-
zbkonstansoktol.)

Eszre kell venniink, hogy a mozgas barmely
irdnyG komponensének megfeleld kinetikus
energia csak (1/2)k7T. A mozgéas hérom fiig-
getlen irdnya miatt kapjuk a (3/2kT értéket.

39.5 Az idedlis gazok torvénye

Most méar a hémérséklet definicidjanak
ismeretében visszatérhetiink a (39.9) egyenlet-
hez, s ebbdl megkapjuk a gdzok nyomasanak
hémérséklet-fiiggésére vonatkozo torvényt: a
nyomads és a térfogat szorzata egyenld az Ssz-

szes atom szdmaénak, a k. univerzalis allando- -

nak és a h&mérsékletnek szorzatival:
pV = NkT. (39.22)

Ebbél kovetkezik, hogy azonos hémérséklet,
nyomds és térfogat esetén az atomok szdma
meghatarozott: szintén univerzalis allando!
Ily moédon a Newton-térvényekbdl kovetke-
zik, hogy kiilénbdz6 gizok egyenld térfogatai
azonos nyomadson és hdmérsékleten egyenld
szamu molekuldt tartalmaznak. Csodalatos
konklizid!

A gyakorlatban éppen a molekuldk nagy
szama miatt egy igen nagy szdmot kell valasz-
tanunk, s ezt valaminek el kell nevezniink.
A vegyészek ezt a szamot molnak nevezik.

A Celsius-féle skala nullapontja 273,16 K-nel
azonos: 0 °C = 273,16 K.

Liibdi
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A mol csupan egy ligyesen valasztott szam.
Hogy miért nem valasztottdk ezt a szdmot
‘kerek szdmnak, pl. 10**-nek, ez torténelmi kér-

N, = 6,02-10% molekult valasztottak, s ezt

“Trevezték el egy molnyi molekuldnak. A mole-

kuldkat ennek alapjan nem darabszimra ad-
jak meg, hanem a molok szdmdval mérik.*
Felirhatjuk a molok szdmat N,-lal kifejezve,
majd ezt beszorozzuk az egy molban levd ato-
mok szdmaval és kT-vel. Ha akarjuk, kiilon is
jelolhetjiik (szokas szerint R betlivel) az egy
molban levd atomok szdmdnak és k-nak a

...szorzatét, vagyis k-nak egy molra vonatkozo

értékét. Mivel k& molnyi értéke 8,317 J, igy
R = Npk = 8,317 I mol™ K1, Ez azt jelenti,
hogy a gaztérvénybe akar a molok sziméanak
(amit N-nel jeloliink) és RT-nek szorzatat,
akar az atomok szaménak és k7-nek szorzatat
beirhatjuk:

pV = NRT. (39.23)

A lényeg ugyanaz, csak a mértékegység kiilon-
boz6. Az egység mindlunk 1, vegyészeknél
pedig 6-10%!

Még egy megjegyzés a gaztorvényrdl, még-
pedig a tobbatomos gazokkal kapcsolatban.
Eddig csak egyatomos gdzok atomjainak to-
megkdzépponti rendszerbeli mozgasaval fog-
lalkoztunk. Mi van akkor, ha erdhatasokat is
figyelembe kell venni? Tekintsiik el6szor azt
az esetet, amikor a dugattyut olyan vizszinte-
sen elhelyezett rugd tartja, amelyre erd hat.
Az atomok és a dugattyd mozgasa kozti pil-
lanatnyi kolcsnhatas természetesen nem fiigg
a dugattyunak a kérdéses pillanatban elfoglalt
helyzetétdl; az egyensulyi feltételek az eldb-
biekkel azonosak. Fiiggetleniil attdl, hogy hol
van a dugattyl, mozgési sebességének olyan-
nak kell lennie, hogy a molekuldknak éppen
annyi energiat adjon 4t, amennyit t6liik kap.
A rugd jelenléte semmilyen valtozist sem
okoz! Igy tehat az a tény, hogy az atlagos ki-

* A vegyészek egy molnyi molekula g-ban mért
tomegét moldris tomegnek nevezik. A molt ugy
definidljdk, hogy egy molnyi 12-es szénizotop
(azaz hat protont és hat neutront tartalmazé szén-
atom) tomege pontosan 12 g legyen.

2 Mai fisika 4. kot.

netikus energia egy irAnyban (1/2)kT, figget-
len attdl, hogy hatnak-e erék vagy nem.

Nézziik példaul az my és mp tomegd ato-
mokbdl all6, kétatomos molekulat. Azt mar
bebizonyitottuk, hogy az A4 és a B rész moz-
gasa a tomegkSzépponti rendszerben olyan,
hogy ((1/2)m %) = ((1/2)mgv}) = (3/2)kT.
Bar az atomok kapcsolédnak egymaéssal, a
molekuldn beliili forgas, pérgés, valamint mas
molekuldkkal vald, energiacserével jars iitks-
zések esetén csak az szamit, hogy milyen se-
bességgel mozognak. Egyediil ez hatirozza
meg az energiacsere sebességét az iitkdzések
sordn. Egy-egy adott pillanatban az erének
nincs lényeges szerepe, ezért az alapelv akkor
is érvényes, ha a molekuldk egyes részei ki-
z6tt er8hatas van. -

Bizonyitsuk be végiil, hogy a gaztérvény
nincs ellentmondésban a belsd mozgés elha-
nyagolasdval. Val6jaban eddig eltekintettiink
a bels6 mozgastdl, hiszen csak egyatomos ga-
zokkal foglalkoztunk. Most azonban meg-
mutatjuk, hogy egyetlen M tomegii testnek
tekinthetd barmilyen objektum témegkdzép-
pontjdnak sebességére igaz, hogy:

1
> Mvigp = %kT.

Mas szavakkal: ugyanaz az eredmény, ha a
szeparalt részeket, ill. Osszességében az egé-
szet tekintjiik! Lassuk ennek okit. Egy két-
atomos molekula t6mege: M = my+mp,
tdmegkdzépponti sebessége pedig v=(m v+
+ mpvp)/ M. Szitkségiink van (v¥gp) meghata-
rozésara. Ha vygp-t négyzetre emeljiik, akkor

(39.24)

2,2
o - mavi+ 2mAvaAvB+ m%v%
VIKP = e

Ezt megszorozzuk (1/2)M-mel és a kozép-
értékét vessziik:

1oyt
5 VIKP =

2”9

3 3
ny 7 kT+ 2mAmB(VA ~V3>+ mpg E kT

M

- %kT—*— 2m‘4m3<v.4-VB> )
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(Felhasznaltuk, hogy (n+mp)/M =1).-De vagyis 3kT. A tomegkozéppont mozgasanak ki-

mivel egyenld (v4-vp)? (J6 volna, ha zérus
" lenne!) Kiszamitasihoz haszndljuk fel azt a
feltevést, hogy a w = v4— vp relativ ‘sebesség-
nek nincs kitiintetett irdnya. vagyis barmely
iranya komponensének 4tlaga zérus:

{w +vrgp) = 0.
No és mivel egyenld w - vrgp ? Ez nem més, mint

(v4 - Vp) (m4V 4+ mpVB) —
M

W VIKE =

2
m i+ (mp—my) (V4 - VB)—mpVg

Mivel (mqv%) = (mpv3), igy az atlagoldsnil
az elsd és az utolsd tag egylittesen zérus. Ezért:

(w -vge) = (mp—mg) (V4 .vgy =0.
Ha tehat my s mp, akkor (v4-vp)=0, s igy
az egyetlen M tomegfii részecskének tekintett
teljes molekula mozgasénak: 4tlagos kinetikus
energidja (3/2)kT.

Egyébként ugyanebben a gondolatmenetben
azt is bebizonyitottuk, hogy a kétatomos mole-
kula belsé mozgasanak atlagos kinetikus ener-
gidja (3/2)kT, ha eltekintiink a tbmegké‘).zép-
pont mozgasatdl! A molekula egyes részeu;ek
teljes kinetikus energidja ugyanis (1/2)m4v 2+

= (1/2)mpv?, s ennek atlaga (3/2)kT+ (3/2)KT,

netikus energiaja (3/2)kT, ugyhogy a két atom

molekulan beliili forgd és rezgd mozgdsanak

atlagos kinetikus energidja e kettd kiilonbsé-
ge: (3/2)kT. ‘

_A . tdmegkdzéppont mozgisanak ~atlagos -

energi4jira vonatkoz tétel dltaldnos ér_vényﬁ:
barmilyen, egy egésznek tekintett objektumra
vonatkozéan, fiiggetleniil attol, hogy hatnak-e

r4 erdk vagy sem, igaz az, hogy az egymastol -

fiiggetlen mozgasok 4tlagos kinetikus ener-
gidja (1/2)kT. A ,,ozgis egymastol fﬁggetlen
irAnyait” a rendszer szabadsdgi fokarak is ne-

__vezik. Az r atombol 4116 molekula szabadségi

foka 3r, mivel minden egyes atom helyzetének
lefrasahoz harom koordindta sziikséges. A mo-
lekula teljes kinetikus energidjat vagy a k-
16n4ll6 atomok kinetikus energiajdnak Ossze-
geként, vagy a tomegkdzéppont k@netikus
energidjanak és e belsd mozgasok klne?lkus
energidjdnak Osszegeként lehet kifejezni. Ez_
utébbi néha, kozelitdleg a molekulak forgési
és rezgési kinetikus energidjanak Ssszegeként
is felirhat6. Tételiink » atombol 4ilé moleku-
lakra alkalmazva azt mondja ki, hogy a mole-
kula 4tlagos kinetikus energidja 3rk7/2, ami-
b8l (3/2kT a teljes molekula tdmegkdzEp-
ponti mozgisdé, a maradék (3 /2)(7‘—— D&T
pedig a bels6 rezgés és forgés kinetikus ener-
giaja.

R R STEIA B RS DY KB E L

40.1 Exponencialis eloszlas a légkérben

Mar foglalkoztunk az egymassal 4llandoan

... 1itk6z6, nagyszamu_atomokbol 4lld rendszer

néhany tulajdonsigaval. Azt a targykort, mely
az atomok kozott lejatszodé titkdzések szem-
‘pontjabol vizsgdlja az anyag tulajdonségait,
kinetikus _ elméletnek nevezik. Azt allitjuk,
hogy az anyag f6bb tulajdonsdgai lényegében
megmagyarazhatok egyes részeinek mozgasa
alapjan.

A természet jelenségei koziil jelenleg csak
azokat vizsgaljuk, amelyek termikus egyen-
“sulyban vannak. A termikus egyensuly felté-
telei mellett érvényes mechanikai tdrvények
Osszességet statisztikus mechanikanak nevezik,
s ebben a fejezetben ennek leglényegesebb
tételeivel ismerkediink meg.

A statisztikus mechanika egyik tételét mar
ismerjiik, mégpedig azt, hogy barmely mozgis
esetén a kinetikus energia 4tlagos értéke 7 ab-
szolit hémérsékleten, minden egyes fiiggetlen
mozgasra (azaz minden egyes szabadsig-
fokra) (1:2)k7T. Ez a tétel az atom sebességé-
nek négyzetes kdzépértékérsl ad informaciot.
Most az a célunk, hogy az atomok helyzetérsl
valamivel tobbet tudjunk meg: tisztdzni kell,
hogy termikus egyensily esetén hany atom
van a tér egyes ,,pontjain’ és kissé részleteseb-
ben szeretnénk foglalkozni a sebességelosz-

-l4ssal-is.-Noha-ismerjiik-a-sebesség négyzetes

kozépértékét, mégsem tudunk olyan kérdé-
sekre valaszolni: hdny atom sebessége na-
gyobb hdromszor vagy kisebb négyszer a se-
besség négyzetes kdzépértékénck négyzetgys-
kénél. Vagy talan mindegyik atom sebessége
ugyanakkora ? :

2%

40 A statikus mechanika alapelvei

A kovetkezbkre probalunk tehat valaszt
adni: Milyen a molekuldk térbeli eloszldsa, ha
er6k hatnak rajuk? Milyen a sebességeloszla-
suk?

Kideriil, hogy a két kérdés teljesen fiigget-
len, és hogy a sebességeloszlds mindig-ugyanaz.
Ez varhato is, hiszen azt talaltuk, hogy az at-
lagos kinetikus energia mindig ugyanakkora:
szabadségfokonként (1/2)kT, fiiggetleniil attél,
hogy milyen er6k hatnak a molekuldkra.
A molekuldk sebességeloszlasa fiiggetlen az
er6ktbl, mert az iitk6zések gyakorisiga sem
fiigg t6liik.

Kezdjiik egy példdval: a molekuldk elosz-
lasaval egy olyan légkérben, amely a mienk-
hezhasonld, de sz€lt6l és minden egyéb zavard
hatéstdl mentes.  Tételezziik fel, hogy nagy
magassigig terjed6 gizoszloprél van szd,
amely termikus egyensulyban van, ellentétben
a mi atmoszférankkal, ahol a hémérséklet a
magassaggal csdkken.

Megjegyezziik, hogy ha a h&mérséklet a
magassag fiiggvényében valtozik, akkor ki
tudjuk mutatni az egyenstily hidnyat, egy rad,
s arid két végénél elhelyezett néhany kis golyd
segitségével (40.1 abra). A rud alsé végénél
lev6 golyok az ott levd molekulaktdl (1 [2kT
energidt kapnak, s a rad kozvetitésével meg-
mozgatjak a felsd golydkat, azok pedig a ko-

. riil6ttiik levé molekuldkat. Végiil természete-

sen a hémérséklet a graviticids tér minden
pontjaban azonos lesz.

Feladatunk, hogy megkeressiik azt a tor-
vényt, amely szerint az atmoszféra felfelé ha-
ladva ritkul, ha a h6mérséklet minden magas-
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Hémérséklet-
kiegyenlitGdés

40.1 abra. A h magassdgban mért nyomésn,ak
nagyobbnak kell lennie, mint a h-+dh magassag-
ban mértnek

A nyomaskiilonbséget a két szint kdzotti giz silya okozza

sagban azonos. Ha a ¥ térfogata gazban,
p nyomas mellett a molekuldk dssz-szama N,
akkor pV = NKT, vagy p = nkT, ahol n =
= N|V az egységnyi térfogatban lev mole-
kuldk szdma. Vagyis: ha ismerjiik az egység-
nyi térfogatban levd molekuldk szamat, akkor
kiszamithatjuk a nyomast, és forditva. A két
mennyiség aranyos egymdssal, mivel 2 h6mér-
séklet az adott esetben 4llando. A nyomas
azonban nem lehet allando, lefelé haladva
ndnie kell, hiszen ,,tartania” kell a felette levo
gazoszlop sulyat. Ez a kulcs a nyomas magas-
saggal valo valtozdsanak meghatarozasahoz.
A h magassagban levd egységnyi feliiletre alul-
6l hat6 fiiggbleges iranyd erd a p nyomassal
egyenls. Ha nem lenne gravitacio, akkor az
egységnyi feliiletre hato, lefelé irdnyuld erd
h+dh magassigban ugyanezzel az er&vel
lenne egyenld. A gravitacid miatt azonban az
alulrél haté erdnek a feliilrdl hatd erdnél
annyival nagyobbnak kell lennie, amennyi
megfelel a 4 és h+ dh magassagok kozé es6
g4z sulyanak. Az egyes molekuldkra hat6 gra-
vitaciés erb mg, ahol g a graviticiés gyorsu-
lis. A szoban forgd, egységnyi alapi és di
magassaga rétegben levs Osszes molekula
szdma: n dh. Ebbdl a kovetkezd differencial-
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~ egyenlet adodik:

Phyan—pr =dp =—mgndh.

Mivel p = nkT és T éallandd, igy dp = kT

dn. Ennek felhasznélasaval a

dn mg .

A T kT
differencialegyenletet kapjuk a magassaggal
valtozd n részecskeslirfiségre vonatkozodan.
Eszerint » derivéltja magéaval n-nel ardnyos.
Az a fiiggvény, amelynek a derivéltja magdval
a fiiggvénnyel arédnyos, exponencidlis. A fenti

-haladva a nitrogén ardnya (az oxigénhez ké-

1 pest) nd. Valéjaban a foldi légkorben — leg-

-~ alabbis ésszeri magassdgokig — nem ez.a
_helyzet, mert sok olyan zavar tényezé van,
“amely a gazokat ismét Osszekeveri. A foldi
__atmoszféra nem izoterm. Ennek ellenére van a

légkornek olyan magassiga, ahonnan kezdve
tulstulyban vannak a konny( anyagok (pél-
daul a hidrogén), ugyanis a tdbbi exponen-
cidlis mér rég ,.kihalt” (40.2 dbra).

40.2_A Boltzmann-torvény

differencialegyeniet megoldasa tehdt: ™
(40.1)

Az n, integralasi 4llando, nyilvanval6an a
(barhol ‘megvélaszthatd) & = 0 magassigban
levd stirliség. A sliriség a magassiggal expo-
nencialisan csokken.

Kiildnboz6 tomegli molekuldkra az expo-
nencialis kitevGje is kiilonbozd. A nehezebb
molekuladk stirlisége gyorsabban cstkken a
magassaggal, mint a konnyebb molekulake.
Mivel az oxigén nehezebb a nitrogénnél, azt
varhatnank, hogy a 1égkorben egyre feljebb

n= noe—mghlkT

1,0}

08

n(k)
n(®)

i T d
20 40 §0 80
Magassig, km
40.2 dbra. A légkdr oxigénre €s Mdrqgémp vonat-
koztatott sfrfisége a magassig filggvényében,
4llandd nyomas mellett

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a (40.1)
egyenlet exponencialis kitevSjének szamléloja
az atom Wyt potencidlis energidja. Ezt fel-
haszndlva, az el6bbi specidlis térvény még a
kovetkezOképpen is megfogalmazhaté: a si-

riiség barmely pontban aranyos az

e~ Wpot/ET

mennyiséggel.

Lehet, hogy ez véletlen, vagyis, hogy csak a
homogén gravitacios tér specialis esetére igaz ?
Nem! Az allitas sokkal dltaldnosabb érvényi.

Tételezziik fel, hogy a gz molekuldira a
gravitacios er6tsl kiilonbsz6 valamilyen mds
erd is hat.

El6fordulhat, hogy a molekulaknak elektro-
mos t6ltésiik van, és az ilyen molekuldkra vala-
milyen elektromos tér vagy masik toltés hat.
Felléphet valamilyen vonzoéerd az atomok ko-
zOtt az atomok 'és a fal, ill. barmilyen mas
szilard test kozott. Ez az erd az egymast vonzd
testek kolcsonds helyzetétdl fiigg, és az dsszes
molekuldra hat. Az egyszertiség kedvéért téte-
lezziik fel ezenkiviil, hogy valamennyi mole-
kula egyforma, s hogy az er6 minden egyes
molekuldra hat. Ekkor a giz egy részére hat6
teljes er6 a molekuldk szdménak és az egy
molekuldra hatd erének a szorzata. (A sziik-
ségtelen komplikdciok elkeriilése érdekében
valasszuk koordindtarendszeriinket tigy, hogy
az x irdny az F erd irdnyéaba essen.)

Ugyantigy, mint eddig, kijelsliink a gdzban
két egymastdl dx tdvolsdgban levé parhuza-
mos sikot. Az egyes atomokra hato erének és

A BOLTZMANN-TORVENY 21

a gaz 1 cm®-¢ében levé atomok n szdmanak
szorzata (ami az el6z6 nmg mennyiség altala-
nositasa) megszorozva még dx-szel, egyenstly-
ban kell, hogy legyen a nyomasvaltozéssal:
Fn dx = dp = kT dn. Atrendezve:

Fdx = kT d(ln 7). {40.2)

—Fdx az a munka, ami a molekuldk x-b&l
x+ dx-be viteléhez sziikséges. Ha F valamilyen
potencidlbdl szirmazik, azaz ha a végzett
munka kifejezheté valamilyen potencidlis
energia segitségével, akkor —F dx a potencia-
lis energia megvéltozdsaként is felirhatd.
A potencidlis energia derivaltjdinak negativ
ért€ke: Fdx, vagyis a végzett munka. Igy
d(In n) =—d(Wpo)/kT, vagy integralds utdn:

n = konst. . e~ Wpot/kT (40.3)

Amit tehdt egy specidlis esetre megallapitot-
tunk, az altalaban is igaz.

Mi van akkor, ha F nem szdrmaztathatd
potencialb6l? Akkor (40.2)-nek egyaltalan
nincs megoldédsa. Az atomok energiat kaphat-
nak vagy veszithetnek olyan zirt pilydn mo-
zogva, amely mentén a végzett munka nem
zérus, s egyenstily egyaltalan nem lehetséges.
Nem 4&llhat be termikus egyensuly, ha az ato-
mokra hatd kiilsé erék nem allandok.

A (40.3) egyenlet, amit Boltzmann-torvény
néven ismeriink, szintén a statisztikus mecha-
nika alapelveinek egyike. Eszerint annak val6-
szinfisége, hogy valamely térbeli elrendezdés
esetén egy molekulat egy adott pontban taldl-
junk, az elrendez6dést6l fiiggd potencialis
energia negativ értéke és A7 hanyadosanak
fliggvényében exponencilisan valtozik.

Ebbd&l most mar megkaphatjuk a molekulak
eloszlasat. Tegyiik fel, hogy valamilyen folya-
dékban pozitiv ion van, amely vonzza a k-
riilétte levs negativ ionokat. Hany negativ ion
van a pozitivtol adott, kiilénbdzd tavolsagok-
ban? Ha ismerjiik a potencidlis energidt mint
a tavolsag fiiggvényét, akkor a Boltzmann-
torvény megadja az ionok szdménak ardnyat
a kiilonboz6 tévolsdgokban. (A tdrvénynek
még szamos alkalmazasit lehetne megemli-
teni.)



 40.3 Folyadékok parolgdsa

Tekintsiik az egymadst vonzé molekuldk egy
halmazat, és tételezziik fel, hogy barmely két
molekula, mondjuk az 7 és j kozott hato-er6
csak a koztiik levd r;; tavolsagtol fiigg, s vala-
milyen Wpe(r;) potencidlfiiggvénybdl szar-
maztathato. A 40.3 4bra az ilyen fliggvények
egy lehetséges alakjat mutatja. Ha r >rp, 2
molekuldk kozti tavolsig csokkenésével az
energia csokken, mivel a molekuldk vonzzak
egymast. Amikor viszont kozelebb kerlilnek
egymashoz, az energia hirtelen néni kezd’, mert
a molekuldk erésen taszitjak egymast. Altala-
nossagban ez jellemz6 a molekuldk viselkedé-
sére.

Wooe
V()

\f/ r
40.3 abra. Két molekula potencidlis energidja az
egymastol vald tavolsag fiiggvényében

Tegyiik fel, hogy egy doboz tele van ilyen
molekulakkal, s tudni szeretnénk, hogy atla-
gosan hogyan helyezkednek ott el. A valaszt
az e Weot/kT  3sszefiiggés adja meg. Ez
esetben a teljes potencidlis energia a pa-
rokra vett Osszeg, feltéve, hogy az Osszes
erd parban hat (sokkal bonyolultabb {ese-
tekben ,haromtester8k” is miikddhetnek,
de az elektromos erdk példaul parban hat-
nak). Ezért, annak a valoszinlisége, hogy
a molekulaparok r; kombindcidkat alkos-
sanak, ardnyos az exp [——Z Wpot(rij)/kT]

LJ
mennyiséggel:

Ha a hémérséklet nagyon magas, olyany-
avira, hogy kT > |Wyory)l, a kitevd csak-
nem mindeniitt viszonylag kicsi, s annak vald-
szinfisége, hogy valamely helyen molekulat
taldljunk csaknem fiiggetlen a helytSl. Te-
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kintsiik azt az esetet, ha csupdn két molekulat

_tartalmaz a doboz. Ekkor_e Peot/kT annaka

valoszinfisége, hogy egymdstdl r tavolsdgban
talaljuk meg &ket. Nyilvanvald, hogy a valo-

szinfiség ott a legnagyobb, ahol a potencidl a

legnagyobb negativ értéket veszi fel, és csak-
nem zérus ott, ahol a potencial a végtelen felé
tart, vagyis a nagyon kis tdvolsdgoknal. Ez azt
jelenti, hogy a gdzok atomjai nem lehetnek
egymas hegyén-hatan, mert nagyon erdsen
taszitjik egymdst. Annak az egységnyi tér-
fogatra vonatkoztatott valésziniisége, hogy a

molekulét az r, pontban taldljuk, sokkal na- .

gyobb, mint annak, hogy a molekula barmely
més pontban van. Hogy mennyivel nagyobb,
az a hémérséklettsl fiige. Ha a hémérséklet
nagyon nagy az r = r, és ¥ =oco pontok kozti
energiakiilonbséghez képest, akkor az expo-
nencialis mindig kozel egységnyi. Ez esetben
az erdknek nincs jelent8s szerepiik, mivel az
atlagos kinetikus energia (amelynek nagysag-
rendje k7)) jelentésen meghaladja a potencialis
energiat. A h&mérséklet csokkenésével foko-
zatosan nd annak valdsziniisége, hogy a mole-
kuldkat a kitiintetett », tavolsig kornyezeté-
ben taldljuk. Ha pedig A7 sokkal kisebb
| Wpoiro) |-nél, akkor a kitevd r, kornyezeté-
ben viszonylag nagy pozitiv szam. Més széval,

adott térfogatban a legvaldsziniibb az, hogy a __|

molekuldk a minimalis energidnak megfeleld
tavolsagban lesznek egymdastol. A hémérsék-
let csokkenésével az atomok kozelebb keriil-
nek egymashoz, csomokka halmozédnak, €s
folyadékokka, szilard testekkeé €s molekuldkka
egyesiilnek, melegitéskor viszont elparolog-
nak. .

A pérolgasnak, ill. az egyes folyamatoknak
a pontos lefrdsdhoz a kovetkez6kre lenne
sziikség: elészor is pontosan ismerni kellene
a molekulak k5z6tt hat6 erd Wpoi(r) potencial-
fiigevényét. Ezt vagy a kvantummechanika
segitségével, vagy kisérletileg hatérozhatjuk
meg. Ha ismerjitk is a molekuldk kozti erd
torvényét, csak az e~ X Weotti)/kT fiiggvény ta-
nulmanyozisa adhat valaszt arra, hogy mit csi-
nalnak a molekuldk milli6i. Bar ez elég egy-
szeril fiiggvény, s a gondolatmenet is viszony-
lag egyszer{i, meglepd, hogy a feladat mégis

R —
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- roppani bonyolult. A nehézség a valtozdk igen
nagy szamabol adodik. ’

-Ez csak egy példa a valéban nagyon érdekes

,,soktest-probléma”-ra. A levezetendd egyet-

" len Osszefliggésnek az Osszes Tészletét tartal-

_ maznia kell, példaul gazoknak szilard halmaz-
allapotba val6 4tmenetét, vagy a szilard testek
lehetséges kristalyszerkezetét. Sokan prébal-
tak mar ezt az Osszefliggést levezetni, de a sok
valtozo miatt ez matematikailag nagyon nehéz.

- Ez az, amit a részecskék térbeli eloszlasarol
elmondhatunk. Ezzel 1ényegében befejeztiik a

___statisztikus_mechanikat, mert ha ismerjiik az

erdket, akkor elvben kiszdmithatjuk a térbeli
eloszlast, a sebességeloszlas pedig egyszer s
mindenkorra érvényes. Az alapvet6 feladat az,
hogy a formalis megoldasbol konkrét felvild-
gositisckat kapjunk; ez a klasszikus statiszti-
kus mechanika fofeladata.

. 40.4 A molekulak sebességeloszlasa

Foiytatjuk a molekuldk sebességeloszlasa-
nak targyaldsat, mert néha érdekes, s6t hasz-
nos lehet, ha tudjuk, hogy kiilonb6zd sebes-
ségekkel hany molekula mozog. Ehhez fel-
hasznalhatjuk a gdzoknak a légkdrben vald
eloszlasidra kapott eredményeinket. A gazt
idealisnak tekintjiik, mint ahogy ezt mar akkor
feltételeztiik, amikor a potencidlis energiat az

- atomok kolcsonds vonzasanak .

/2 = 0 magassagon v, > u
sebességgel athalado =
molekuldk szama

elhanyagolasaval irtuk fel. Elsé példankban
potencidlis energiaként egyediil csak a gra-
vitacidt vettiik tekintetbe. Természetesen ha

——————— az-atomeok kdz6tt-kolcsénds erbhatés is van,

bonyolultabb a helyzet, de mi a tovabbiakban
is feltételezziik, hogy nincs er8hatis koztiik,
s6t most az litkGzéseket semi vessziik figye-
lembe (kés6bb még erre visszatériink). Latjuk,
hogy % magassagban kevesebb molekula van,
mint { magassadgban. A molekuldk szdma a
(40.1) Osszefiiggés szerint a magassaggal ex-
ponencidlisan csdkken. Hogyan lehetséges,
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hogy nagyobb magassagban kevesebb a mole-
kula? Taldn nem minden olyan molekula éri
el a 4 magassagot, amelyik 0 magassagbol fel-
felé haladt? Nem bizony! A 0 szinten felfelé
haladé molekulak egy része ttl lassan mozog
és nem tud ,,felmaszni” a A-hoz vezet$ poten-
cidlhegyen. Igy viszont ki tudjuk szamitani a
molekuldk sebességeloszldsit, hiszen a (40.1)
Osszefiiggésbél tudjuk, hogy hdmy molekula
mozog egy adott 4 magassag eléréséhez sziik-
séges sebességnél lassabban. Eppen ezek a
molekuldk ,,felelések™ azért, hogy # magas-
sagban kisebb a sfiriség, mint 0 magassagban.

Fogalmazzuk meg ezt az elgondolast kicsit -
pontosabban: szamitsuk ki, hdny — alulrél
felfelé haladé — molekula 1épi at a 2 = O si-
kot. (Amikor 0 magassagrol beszéliink, egyal-
talan nem tgy gondoljuk, mintha ott valami’
padlo lenne, pusztan csak a kiinduldsi pontot
jeldljiik, és j6l tudjuk, hogy negativ % értékek-
nél is van gaz.) Ha wu-val jeloljiik azt a sebes-
séget, ami a s magassdg eléréséhez éppen
sziikséges (a kinetikus energia: mu®/2 = mgh),
akkor az iddegység alatt az alsé sikon wu-nal
nagyobb fiiggbleges irdnyu sebességkompo-
nenssel athaladé molekuldk szama és a fels6
sikon tetszdleges fiiggbleges iranyu sebesség-
komponenssel athaladé molekuldk szdma
megegyezik (40.4 abra). Azok a molekulak,
amelyek fiiggbleges iranyd sebessége nem
haladja meg u-t, nem érik el a fels6 sikot.

N

\

/
] Vol

40.4 abra. Csak azok a molekulédk érik el a 4 ma-
gassigot, melyek s = 0-nal elég nagy sebességgel
haladtak felfelé
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”V”argryis:

h = h magassagon v, > 0
sebességgel athalado
molekulak szama.

A h magassigon zérusnél nagyobb tetszbleges
sebességgel athaladé molekuldk szdma azon-
ban kisebb, mint az alacsonyabb szinten zérus-
nal nagyobb tetszbleges sebességgel athaladd
molekuldk szdma, marcsak azért is, mert az
alacsonyabb szinten tobb molekula van. Ez
minden, amire sziikségiink van. Tudjuk mdr,

hogy a sebességeloszlas minden magassdgban _.

 egyforma (korabban kikotdttiik, hogy a ho-
mérséklet az egész légkdrben allando). Ebbdl
nyilvdnvaloé, hogy a # magassdgot pozitiv
sebességgel 4tszels részek n.. o(h) szamanak és
a 0 magassdgot pozitiv sebességgel atszeld
részek n- o(0) sziménak aranya éppen a két
magassagban levé stirliségek aranyaval egyen-
18, vagyis e~m8hlkT  Mivel azonban n.. o(h)=
= n-,(0), igy:
1= u(0)
n- 0(0)

felhasznalva, hogy (1/2)mu* = mgh. Mindezt
szavakkal megfogalmazva: a 0 magassag egy-
ségnyi feliiletén 1 s alatt 4thaladé Gsszes mole-
kula e~m#*2kT _s7erese adja meg a v,>u sebes-
ségfi molekulak szdmat.

Az elmondottak természetesen nemcsak a
tetsz6legesen megvalasztott O magassigra,

e—mghlkT — e—mut[2kT
s

hanem barmely mdas magassagra is igazak! .

(A h magassig nincs benne a végsS megalla-
pitasban, csak a levezetésben.) Az eredmény:
a sebességeloszlas altaldnos tétele; a sebesség-
eloszlas mindeniitt egyforma. Eszerint, ha egy
gézoszlop faldba kis lyukat furunk — olyan
kicsit, hogy ott csak kevés iitkdzes legyen, €s
a molekuldk szabad Gthossza a lyuk méreté-
nél lényegesen nagyobb legyen (azaz az {itko-
zések tavolsaga nagyobb a lyuk atmérdjénél)
—, akkor a lyukon kirepiil6 részecskéknek
kiildnboz6 lesz ugyan a sebessége, de az u-nél
nagyobb sebességgel kijovo részek hanyada
e~ muti2kT jesz,

Most visszatériink az iitkdzések elhanyago-
lasanak kérdésére. Vajon miért nincs jelentd-

sége annak, hogy szamitdsba vessziik-e az lit-

kozéseket vagy sem. Megismételhetjiik az

elébbi gondolatmenetet annyira kicsiny A-val,
hogy 0-tdl Ah-ig me j6jjon létre iitk6zés. Az

elbbiek sordn azonban % véges nagysaganem T

is volt 1ényeges; az elmondottak nyilvinvaléan
csak az energiaviszonyok analizisén é€s az
energiamegmaradds torvényén alapultak; az

titkozéseknél a molekuldk kdzott energiacsere -

megy végbe. Valéjaban azonban nem tord-
diink vele, vajon ugyanazt a molekulat kovet-
Juk-e, ha két molekula energidja csupan ki-

f(u)

" du
—t
40.5 4bra. Sebességeloszlas-fliggvény

A vonalkazott terilet f(¥) du, a részecskék azon hinyada,
melyek sebessége az u koruli du intervallumba esik

ban anahzaljuk isa kerdest ez az eredmenyt
nem befolyasolja.

Erdekes, hogy az imént taldlt sebességeiosz-
1as éppen: .
Noy A e WinlkT | (40.49)
ahol Wiin 2 kinetikus energia.

A sebességeloszlas leirdsdnak ez a moédja,
amikor megadjuk egy adott feliileten bizonyos
minimélis z komponenssel athaladé moleku-
14k szamat, nem mindig célszerti. Sokkal gyak-
rabban akarjuk tudni példaul, hogy a gaz vala-
mely térfogatidban hany molekula sebességé-
nek z komponense esik két megadott ért€k
ko628, és ezt természetesen a (40.4) Osszefiigges
nem adja meg kozvetleniil. Eredménytinket

ezért hasznalhatobb alakban szeretnénk meg-~

adni, még akkor is, ha az el6bbi a teljesen
altaldnos.

Nem beszelhetunk valamely molekuia pon-
tosan meghatarozott sebességérél; egyet-
len molekula sem mozog pontosan pl
1,7962899173 m/s sebességgel. Ugy kell tehat
a kérdést feltenniink, hogy hany molekula
mozog egy adott intervallumba es6 sebesség-
gel. Gyakorlatilag azt kell megadnunk, hogy
milyen gyakorisiggal taldlhato 1,796 és 1,797
stb. m/s kozotti sebességli molekula, vagyis
hany molekula taldlhaté bizonyos sebesség-
intervallumban.

Legyen f(x) dua molekuldk azon héanyada,
amelyeknek u és u+ du kozé esd sebességiik
van, vagy ami ugyanez (ha du infinitezimalis),
amelyek sebessége du pontossaggal éppen u.
A 40.5 abra az f(u) fiiggvény egy lehetséges

o

_ alakjat mﬁtatja. Ezen du szélességii és f(u) ma-

gassagu-vonalkazott teriilet jelenti az f(u) du
hanyadot, vagyis a vonalkéazott teriiletnek a
gorbe alatti egész teriilethez val6 ardnya adja
az u és u+du kbzé es6 sebességli molekulak
relativ szdmat. Ha f(»)-t ugy definidljuk, hogy
a vonalkazott teriilet kézvetleniil a molekulak
azon részét (relativ szdmat) adja meg, amelyek
sebessége ebbe az intervallumba esik, akkor
a gorbe alatti sszteriilet a molekulak 100%-
anak felel meg, vagyis:
| f@du=1. (40.5)
Most mar csak meg kell talalnunk ezt az
eloszlast, Osszehasonlitva az el6zbleg levezetett
tétellel. ElGszor azt kérdezziik, hogyan lehet
kifejezni f(u) segitségével egy adott feliileten
masodpercenként athaladd és u-nal nagyobb
sebességli molekuldk szdmat. Azt gondolhat-
nank, hogy a kérdéses részecskeszim egy-
szerfien az f'(¢) du integrallal egyenl6. Ez azon-
ban nem igaz, hiszen mi a feliileten mdsodper-
cenként athaladé részecskeszamra - vagyunk
kivancsiak. A gyorsabb részek — tigymond —

_tdbbszor haladnak 4t a feliileten, mint a las-

sabbak, ezért az adthaladé részek szimanak ki-
fejezéséhez az integral értékét még szorozni
kell-a sebességgel (1. 39.2 szakasz, 10. old.).
Adott 7 id6 alatt a feliileten az Gsszes olyan
részecske athalad, amely a feliilettd! ur tavol-
sadgon beliil van. Azaz, a feliiletet elérd mole-
kuldk szdma nem egyszeriien a megfelel se-
bességli molekuldk szdmaval egyenl8, hanem
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az egységnyi térfogatban levé molekuldk sza--
manak és annak a tivolsdgnak a szorzatdval,
amit a molekulak a feliiletig megtesznek. Ez a
tavolsag u-val aranyos. Az f(u) u-szorosinak.
du szerinti integraljat kell tehat kiszdmita-
nunk u alsé és végtelen felsd hatarral, s ennek
kell egy aranyossagi szorz6tdl eltekintve meg-
egyeznie e~ m#/2kT ve], Az ardnyossagi szorzo-
értékét kés6bb kapjuk meg. Tehat:

| uf@) du = konst . e=mut2T _ (40.6)
u

Ha most u szerint derivalunk, akkor a bal
oldalon az, integrdl alatti kifejezést kapjuk;:
azaz az integrandust (negativ el6jellel, mivel
u az alsé hatdr), a jobb oldalon pedig az ex-
ponencidlis (és egy allandd) u-szorosat. Egy--

szerfisitve u-val:
f@) du = Cemu?2kT du,  (40.7)

A kifejezés megadja az u és u+ du kozti sebes-
ségli molekuldk relativ szamat.

A C 4llandét a (40.5) egyenlet figyelembe--
vételével kell meghatirozni. Bizonyithato,.
hogy

+oo
J‘ e—x2dx — 1/;;_

Ezt* felhaszndlva, konnyen kimutathatjuk,.

hogy C = Vm/[2mkT.

* Jeloljiik a kérdéses integralt I-vel:

+ o0
= f e~ dx.
Ekkor:
+oo +oo
= _f e~ dx - f e ¥ dy =

+oo 4oo

N

—c0 —o0

e~@+Y) dx dy,

vagyis az xy sikra vonatkoz6 kettds integral, a--
mit polarkoordinatakkal is felirhatunk:

o
I2=f e~

0

oo
™. 2ardr =7 f et dt =
0



Mivel a sebesség és az impulzusok aranyo-

“sak, mondhatjuk, hogy a differencialis impul-

zuseloszlas is ardnyos e~ Wxin/kT-yal. A tétel a
relativitdselméletben is igaz, de csak akkor,
ha az impulzus segitségével fogalmazzuk meg
(nem igaz viszont a sebességgel kifejezett alak-

jaban).

f(p) dp = Ce™WenlkT dp, (40.8)

Azt taldltuk tehat, hogy kiilonbdzd energia-
allapotok valészintiségét, akér kinetikus, akéar
potencidlis energidrél van szo, e~emersia/kT
adja meg. Ezt a szép Osszefliggést nagyon
kSnnyl megjegyezni. ' )
Mindeddig csak a ,,fliggBleges” irdnyua se-
bességek eloszlasat vizsgaltuk. Megkérdezhet-

_jik azonban: mi annak a valdszinfisége, hogy

egy molekula mds irdnyban mozog? Termé-
szetesen az eloszlasok Osszefiiggenek egymas-
sal. A teljes eloszlast barmelyikb8l megkap-
hatjuk, mivel csak a sebesség nagysdgénak
négyzetétsl és nem z komponensétSl fiigg.
A sebességeloszlas iranytol fiiggetlen, s csak
egy fliggvényt tartalmaz: a sebesség kiilon-
boz6 értékeire vonatkozd valdszinliséget.
Eredmény: a valdszinfiség ismét aranyos
e~ WinlkT el “csak most a kinetikus energia
hérom részbél 4ll; a kitevSben mu2/2, mvl/2
és mv2/2 dsszege szerepel. Szorzatként felirva:
[y, vy, VYAV, dv, dv; =

~ e~ mVi[2kT e—mv§/2kT e—m‘uz/'2kT dvx dfvv d’l)z.

(40.9)

Az Gsszefiiggés lathatdan helyes, mivel ki-
elégiti mindkét kovetelményt: ElSszor is csak
v? fiiggvénye; mésodszor pedig, ha vy és vy-1a
integralunk, akkor az adott v, értékekre ka-
pott valészinfiségek éppen megegyeznek (40.7)
tel. A (40.9) fiiggvény mindkét kovetelmény-
nek eleget tesz.

40.5 A gazok fajhdje

A kovetkezdkben azzal foglalkozunk, hogy
hogyan ellendrizhetd és mennyire igaz a
klasszikus gazelmélet. Kordbban Jattuk, hogy
‘ha N molekula belsd energidja U, akkor néha,
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néhiany gazra vonatkozban a pV = NkT =
= (x— 1)U 0Osszefiiggés helyes lehet. Ha egy-.
atomos gazrdl van szo, akkor tudjuk, hogy a
jobb oldal az atomok tomegkozéppontjinak
mozgasihoz tartozo kinetikus energia 2/3-4val
egyenls. Ez esetben viszont a kinetikus ener-
gia egyenld a belsd energiaval, s ezért (x—1) =
= 2/3. Tegyiik fel azonban, hogy bonyolul-
tabb molekuldrdl van sz, olyanrdl, amely
forogni és rezegni is tud, s tegytik fel (a klasszi-
kus mechanikéban ez igy is van), hogy a belsd
mozgas energidja is kT-vel ardnyos. Ekkor

adott. hémérsékleten a %7 kinetikus energia. & ..

mellett a molekuldnak belsd rezgési és forgasi
energidja is van. A teljes U nemcsak a kineti-
kus energiat, hanem a forgasi energiét is tar-
talmazza, s ezért x-ra az el6bbitdl kiilonboz6
értéket kapunk. Gyakorlatilag » mérésére a
legjobb modszer a fajhd mérése. A fajhé nem
mds, mint az energidnak a hdmérséklettel vald
megvaltozasa. (Ehhez a modszerhez késébb
még visszatériink. Addig is azonban feltételez-
hetjitk, hogy »-t kisérletileg kaptuk meg az
adiabatikus kompressziéra vonatkozd p¥*
g6rbébdl.)

Szamitsuk ki x értékét néhany esetben. Egy-
atomos gazok esetén az G teljes energia meg-
egyezik a kinetikus energidval, s mar tudjuk,

hogy # értékének 5/3-nak kell lennie. Két-

atomos gazok példaul az oxigén, hidrogén-
jodid, hidrogén. - Feltételezziik, hogy a két-
atomos gizok atomparokbol allanak, amelyek
kzott a 40.3 dbrahoz hasonldan valtozd erd
hat. Azt is feltételezhetjiik — és ez teljesen tor-
vényszeri —, hogy a kétatomos gazok esetén
figyelembe veend6 hémérsékleteken a part
alkotd atomok igyekeznek egymastél a po-
tencidlminimumnak megfelelé r, tdvolsigra
elhelyezkedni.

Ha ez nem lenne igaz, ha a valoszinliség
nem fiiggne igen erdsen az egyensulyi elren-
dezddést5l valo eltéréstdl, akkor azt taldlnank,
hogy az oxigén gazban az O,-molekuldk mel-
lett jelentds mennyiségli O-atom is van. Tud-
juk, hogy tulajdonképp nagyon kevés O-atom
van az oxigén gazban — s ez azt jelenti, hogy
potencidlis energidjanak minimuma sokkal
nagyobb kT-nél.

. csak a minimumhoz kozeli részére van sziik-

T R W5 AV YA B
.

Mivel a molekulat alkoté atomok egymds-
- £61 vald tavolsdga r, koril van, a gdrbének

ségiink, s ez parabolaval kozelithetd. A para-
“~~polapotencidl harmonikus oszcilldtornak felel
meg; valdjaban az oxigén molekula jo koze-
litéssel leirhatd rugdval Osszekapesolt két
atomkent.

Mekkora a molekula teljes energidja 7 ho-
mérsékleten? - Tudjuk, hogy mindkét atom
kinetikus energiaja egyenként (3/2)k7, ugy-
hogy a kettdé dsszesen (3/2)kT+ (3/2)kT.
___Ezt még méis modon is megfogalmazhatjuk:
a fenti (3/2)+(3/2) ugy is tekinthetd, mint a
tomegkdzéppont kinetikus energidja 3/2, a for-
g4s kinetikus energidja 2/2 és a rezgés kineti-
kus energidja 1/2. Tudjuk, hogy a rezgés kine-
tikus energidja 1/2, mivel ez egydimenzios
mozgas, s a kinetikus energia szabadsagi fo-
konként (1/2)kT. A forgas két tengely koriil
is végbemehet, ekkor két fiiggetlen mozgasrol
van szo. Feltételezziik azonban, hogy az ato-
mok kiterjedés nélkiili pontok, és nem forog-
hatnak az 8ket 6sszekotd egyenes koril. (Ezt
j6 lesz emlékezetiinkben tartani, mert ha zsdk-
utcaba jutunk, lehet, hogy ez a baj gyGkere.)

Még egy kérdés var valaszra: Mekkora a
rezgés potencidlis energidja? Harmonikus osz-
cillator esetén az atlagos kinetikus és az atla-
gos potencidlis energia egyenld, s ezért a rez-
gés potencidlis energidja is (1/2)kT.

Az dsszenergia végiil is U = (7/2)kT, vagy
kT = (2/T)U atomonként. Ez azt jelenti,
hogy #» 5/3 Helyett 9/7-del egyenld, vagyis
% = 1,286.

Hasonlitsuk dssze ezeket a szamokat a 40.1
tablazat megfelel, mért értékeivel. Nézziik
eldszor a héliumot, amely egyatomos gaz, &s
»-ja igen kozel 5/3-dal egyenld. Az eltérés
t ——-valdszinfileg-a mérési hibabodl ered, noha ilyen
alacsony hdmeérsékleten felléphet az atomok
kozdtt kdlcsénhatasi erd. A kriptonra és az
argonra vonatkozéan is — mindkettd egy-
atomos giz — a x értékek megegyeznek a mé-
rési pontossagon beliil.

Tériink most 4t a kétatomos gdzokra.
A hidrogén » = 1,404 értéke nem egyezik meg
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az elméleti 1,286-tal. Oxigénre » = 1,399, ami
kozel 4ll a hidrogénhez, és ismét nem egyezik
meg az elméleti értékkel. A hidrogénjodid
» értéke 1,40. Ugy latszik, mintha a helyes
érték 1,40 lenne, pedig ez nem igaz, mert ha
tovabb vizsgaljuk a sort, a bromnal 1,32, a jod-
ndl pedig 1,30 értéket taldlunk. Mivel 1,30
meglehetdsen kozel esik 1,286-hoz, azt mond-
hatjuk, hogy a jodnal egész jO az egyezés az
elmélettel, mig az oxigén kivétel. Elég nagy
gondban vagyunk tehit. Amit ugyanis az
imént 4llitottunk, az az egyik molekulara igaz,
de a masikra nem.

Foglalkozzunk most még bonyolultabb
molekuldkkal, melyek sok részecskéb6l alla-
nak. Pl. a C,Hg 8sszetételdi etdn nyolc kiildn-
b6z6 atombdl 4ll, mindegyik méas-mas kom-
biniciékban rezeg és forog, ugyhogy a belsd
energia 6sszege kT-nek igen nagy szamu tobb-
szordse. Egyediil a kinetikus energia értéke
legalabb 12kT, és (x—1)-nek nagyon kozel
kell lenni zérushoz, vagyis # majdnem ponto-
san 1. Valdban, az etdn esetében x kisedb,
mint az el6z6 gazoké, de még mindig 1,22, ami
nagyobb mint az egyediil a kinetikus energia-
b6l szamolt 175 érték. Ez megint érthetetlen!

Ha meggondoljuk, hogy a kétatomos mo-
lekuldk nem tekinthet8k abszolut merev alak-
zatoknak, 1atjuk, hogy a rejtély még nagyobb,
mint ahogy az elsd pillanatra latszik. Méghaa
két atom kozotti kapcsolat olyan erds lenne
is, hogy még mozogni sem nagyon tudndnak,
akkor is rezegnek. A bels§ rezgési energia
mindig kT, mivel ez nem fiigg a kapcsolat
erbsségétbl. Ha abszolut merev kapcsolat
lenne a két atom kozott, amely arezgést is
megsziintetné és az ennek megfelels egy sza-
badsdgfokot kikiisz6b61Iné; akkor a kétatomos
gazokra U = (5/2)kT és » = 1,40 lenne. Ez a
megoldis megfeleldnek latszik a H,- és az
0,-gizokra. De még ezzel sem oldottunk meg
minden problémat, mert mind a hidrogénre,
mind az oxigénre vonatkozoan x a hdmérsék-
lettel valtozik! A mért adatokbdl — amiket a
40.6 abran mutatunk be — latjuk, hogy a
H,-re vonatkozdé x koriilbeliil 1,6-t61
(—185°C-on) 1,3-ig (2000 °C-on) valtozik. Bar



28 A STATISZTIKUS MECHANIKA ALAPELVEI

1 ] |
500 1000 1500 Z00C
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40.6 4bra. x kisérleti értékei a h6mérséklet fiigg-
vényében hidrogénre és oxigénre vonatkozéan

x értéke a klasszikus elmélet szerint a hémérséklettdl fugget-
lendl 1,286

Hhidrogén Valtozdsa jelentsebb, mint Xoxigen-é,
mégis ha a hémérséklet csdkken, %oxigen ak-
- kor is kifejezetten nd.

40.6 A Klasszikus fizika valsiga

Mindezt Osszevéve meg kell allapitanunk,
hogy nagyon nehéz dolgunk van. Megprobal-
hatnank ugyan az atomokat nem rugéval,
hanem valami mdssal Osszekotve elképzelni,
de minden maésfajta kapcsolat csak ndvelné
» értékét. Ha mas energiafajtakat is figye-
lembe vesziink, akkor » még jobban meg-
kozeliti az egységet — ami ellentmond a té-
nyeknek. Minden, amit a klasszikus elmélet
keretein beliil kigondolhatunk, csak ront a
dolgokon. Tudjuk példaul, hogy minden
atomban elektronok vannak, és az atomok
spektruméabol azt is, hogy az elektronok az
atomon beliil mozognak. Ebbdl kovetkezik,
hogy minden elektron legaldbb (1/2)kT kine-
tikus energiaval rendelkezik, sét valamennyi
potencialis energidja is van. Ezek hozzijiru-
lasa a teljes energidhoz méginkabb csokkenti
% értékét. Bz egyszerfien nevetséges! Itt nyil-
vanvaldan valami baj van!

A gazok dinamikus elméletére vonatkozd
elsé jelentds cikket Maxwell irta 1859-ben.
A méar altalunk is megismert elvek alapjan

pontos magyarazatot adott szamos Osszeflig-

_mérésének két modjahoz kapcsolodik), és

gésre, pl. a Boyle-tdrvényre, a diffizids elmé-
letre, a gazok viszkozitdsara, s még sok mdas
kérdésre. A szerzb a cikk &sszefoglaldsaban a
kovetkezdket irta: ,,Végiil, az dsszes nem gomb
alaku részecske halads és forgd mozgdhsa kozti
sziikségszerii osszefiiggés megdllapitasival (itt
az (1/2kT tételr8l van sz0) bebizonyitotiuk,
hogy ilyen részecskékbél dli6 rendszer vald-
sziniileg nem tudja kielégiteni a két fajhd kozti .
ismert Osszefiiggést.”” Maxwell itt a x-ra utal

(amir8]l késébb latjuk majd, hogy a fajhd

megjegyzi, hogy senki sem képes helyes va-
laszt adni.

Tiz évvel késBbb egyik elbadasaban mondta
a kovetkezoket: ,,Most fel kell tirnom Ondk
eltt, hogy véleményem szerint mi a molekula-
ris elmélet elbtt all6 legnehezebb probléma.”
Ez az els6 utalés arra, hogy a klasszikus fizika
torvényei nem mindig helytalloak. Elsé meg-
14atasa annak, hogy valami kezdettdl fogva £
nem tiszta, mivel a kisérlet ellentmond egy
szigortian bizonyitott tételnek.

1890 koriil Jeans beszélt ismét errél a ta-
1lanyrol. Gyakran halljuk, hogy a XIX. szdzad
végén a fizikusok meg voltak gy6z6dve arrdl,
hogy minden jelentds fizikai torvényt ismer-
nek, s egyetlen tennivaléjuk a sziikséges meny-
nyiségek maximalis pontossagu kiszamitdsa.
Ezt valaki egyszer kijelenthette, a tobbiek
pedig utdnamondtak. Ezen évek fizikai folys-
iratainak gondos tanulményozisa azonban
azt mutatja, hogy valami miatt minden fizikus
nyugtalankodott. Jeans a fenti problémar6l )
mint nagyon rejtélyes jelenségrél beszElt,
amelybdl tgy latszik, mintha a h&mérséklet
csokkenésével bizonyos fajta mozgasok ,,be-
fagynanak”.

Ha fel lehet tenni, hogy 1étezik olyan gdz,
amelyben megfeleld alacsony hémérsékieten

R ——————
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rezgdmozgas nincs, kvetkezésképpen x értéke
1,40, akkor érthetd, hogy magasabb hOmér- i

sékleten, ahol a rezgd mozgas mar fellép,
% csokken. Hasonlot lehet a forgésrdl is mon-
dani. Ha a forgast ki tudnédnk kiisz&boini,
vagyis ha megfeleld alacsony hSmérsékleten
a forgas ,,befagy”, akkor érthetdvé valna,

:
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hogy a hidrogén esetében a hémérséklet csék;
kenésével »x megkozeliti az 1,66 értéket. Ho-

.. .gyan magyarazhatjuk meg ezeket a jelensége-

ket? A klasszikus mechanika alapjin vala-
mely mozgasforma ,,befagydsa” természetesen

"~ nem értelmezhetd, Erre csak a kvantum-

mechanika felfedezése utan lehetett helyes va-
laszt adni.

A kovetkezdkben bizonyitds nélkiil ko-
z6ljik a kvantummechanikdnak a statisz-
tikus mechanikira vonatkozd egyes ered-
ményeit. Emlékeztetiink arra, hogy a kvan-
tummechanika szerint valamely potencial

~-altal kotott rendszernek (példdul egy rezgd

rendszer) diszkrét energianivoi, vagyis kiilén-
bz (meghatdrozott) energiadllapotai van-
nak. A kérdés: miként modositja a kvan-
tummechanika a statisztikus mechanikat?
Frdekes, hogy bar a kvantummechanika-
ban a legtobb feladat bonyolultabb, mint a
klasszikus fizikdban, a statisztikus mechani-
kafeladatait mégis sokkal konnyebb meg-
odani a kvantummechanika segitségével!
A Klasszikus mechanika n = nye~enersia/kT
alakban kapott egyszer(i eredménye a kvan-
tummechanikdban nagyon fontos tétellé va-
lik. Ha egy molekula allapotainak sorozati-
hoz a Wy, Wy, Wy, ..., W; energidk tartoz-
nak, akkor (termikus egyensuly esetén) annak
valésziniisége, hogy egy molekulat a ##; ener-
gidju allapotban talaljuk, e #i/kT-ve] aranyos.
Maésként megfogalmazva: a relativ esély

" — a W, energidju allapot valoszinGsége a W,

energiaju éllappt val6sziniiségéhez viszonyit-
va:

P, e~ WalkT
—FO— = T (40.10)
Ez természetesen ugyanaz, mint
ny = nye” W1=Wo)lkT | (40.11)

hiszen P; =n,/N é Py =n,/N. Eszerint a
nagyobb energidju allapot kevésbé valészint,
mint 2 kisebb energiaju allapot. A nagyobb és
a kisebb energidju 4llapotban levé atomok
szaménak aranya e-nek valamilyen hatvinya-
val egyenld (az energiakiildnbség negativ ér-
téke osztva k7-vel). Nagyon egyszerfi tétel!

Figyeljiink fel arra, hogy a harmonikus
oszcillitor egyes energiaszintjei kiilonb6z6
tavolsdgra vannak egyméstSl. Jeldlie a leg-
alacsonyabb energianivét W, = 0 (W, valé-
jéban nem zérus, hanem attdl kicsit killonbo-
zik, de ennek nincs jelentSsége, ha az Gsszes
energiaértéket egy allando értékkel eltoljuk).
Ekkor az els& energiaszint #,; = #iw, a maso-
dik 27w, a harmadik pedig 37w stb.

Vizsgéljuk egy kétatomos molekuia rezgé-
seit, amelyet harmonikus oszcillatornak tekint
hetlink. Mi a relativ esély arra, hogy a mole-
kuldt a 7, 4llapot helyett a I#; allapotban ta-
laljuk? Valasz: a W, 4llapotra vonatkozd
esély a W, dllapotra vonatkozd esélyhez viszo-
nyitva e~#/kT, Tételezziik fel, hogy kT sokkal
kisebb, mint #w, tehit alacsony hémérséklet-
161 van 5z6. Ekkor a ¥ allapot valdszinfisége
rendkiviil kicsi. Gyakorlatilag minden mole-
kula a W, allapotban van. Ha most kicsit
megndveljiik a hémérsékletet, akkor a #; =
= fiw allapot val6szinfisége tovabbra is vég-
teleniil kicsiny. Az oszcillator energidja kozel
zérus marad mindaddig, amig a h6mérséklet
sokkal kisebb mint #w. Az dsszes oszcillator a
legals6 energiaszint(i allapotban van, s moz-
gasuk gyakorlatilag ,,befagyott”. A 40.1 tab-
lazat segitségével megallapithatjuk, hogy
100 °C-on 373/kT sokkal kisebb, mint az
oxigén-, vagy a hidrogénmolekuldk rezgési
energidja, jodmolekuldk esetén azonban nem
ez a helyzet. A kiilonbség oka az, hogy a hid-

40.1 tablazat
A % fajhd kiilonbozs gizokra vanatkozd értékei
Géz T,°C *

He —180 1,660
Kr 19 1,68
Ar 15 1,668
H, 100 1,404
[oR 160 1,389
HY _ 100 1,40
Br, 300 1,32
I, 185 1,3CC
NH;, 15 1,310
C,H; 15 1,22
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“rogénhez képest a jodatom nagyon nehéz. Bar.

a jod- és a hidrogénatomok kozt hatd erdk
Ssszemérhet8k, a nehéz jédmolekula rezgésé-
nek sajatfrekvencidja a hidrogénéhez viszo-
nyitva nagyon kicsi. Szobah&mérsékleten kT
értéke olyan, hogy fiw a hidrogén esetén na-
gyobb, jod esetén pedig kisebb. Ezért cs:{.k a
j6d mutat klasszikus rezgési energiat. Ha igen
alacsony T értékbél kiindulva — ahol csak-
nem az Osszes molekula a megfeleld legala-
csonyabb allapotban van — noveljiikk a gaz
hémérsékletét, akkor fokozatosan egyre na-
gyobb lesz a valészinfisége annak, hogy a mo-
lekuldkat a masodik, aztdn a harmadik stb.
allapotban taldljuk. Amikor mir sok allapot
valoszinfisége jelentds, a giz megkdzelitGen
ugy viselkedik, mint ahogy azt a klasszikus
fizika irja le. Ilyenkor ugyanis a kvantdlt éllaj
potokat csaknem lehetetlen megkiilonboztetni
a folytonos energiaeloszlastdl, s a rendszer
csaknem minden energiaértéket felvehet. Ily
modon a hémérséklet ndvekedésével ismét a

- klasszikus fizika érvényességi tartoménydba

jutunk, amint az a 40.6 4brabol lathato.

Ugyantugy meg lehet mutatni, hogy az ato-
mok forgasi 4llapotai is kvantalhatdk, de ezek
az 4llapotok annyira kozel vannak egymds-
hoz, hogy normalis koriilmények kozdit kT
nagyobb, mint a szintek egymastdl vald ta-
volsdga. Ez esetben egyszerre sok szint ger-
jesztdik, s a rendszer forgasi kinetikus ener-
gidjat a klasszikus elmélet szerint értelmez-
hetjiik. .Egyediil szobahSmérsékleten levd
hidrogén esetén nem egészen ez a helyzet.

Ez volt az els§ alkalom, amikor kisérlettel
mutattdk ki, hogy valami ,,nincs rendben’ a
klasszikus fizikaval. Az ellentmondas felolda-
st a kvantummechanika adta. A kovetkezd
nehézség felismeréséig még 30 vagy 40 év telt
el. Ez ismét a statisztikus mechanikaval, még-
pedig a fotongaz mechanikajaval volt kap-
csolatban. A problémat Planck oldotta meg a
XX. szazad elején.
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41.1 Az energia ekviparticiéja

1827-ben Robert Brown botanikus kiilén-

___leges mozgést fedezett fel, melyet késbb rola

Brown-mozgasnak neveztek el. A mikrosz-
kopikus életjelenségek tanulmanyozasa sordn
észrevette, hogy mikroszkdpja targyasztalara
helyezett folyadékban kis virdgporszemcsék
ugréndoznak. Ahhoz eléggé tapasztalt volt,
hogy megéllapitsa: nem él6 anyagokrdl van
sz6, hanem egyszertien a vizben ide-oda mozgd
kis szennyezGanyagokrol. Ennek bizonyita-
séra régi kvarcdarabkat vizsgalt meg, melynek
zarvanyaiban viz volt. A sok-sok milli6 évvel
ezeltt a zarvanyokba keriilt vizben ugyan-
olyan mozgast latott. Ugy tiint neki, hogy a
nagyon pici részecskék sziiniteleniil folytatjak
tancold, szabalytalan mozgasukat.

Kés6bb bebizonyitottdk, hogy a Brown-
mozgas a molekuldris mozgds altal okozott
hatdsok egyike. Mindségileg olyan a kép,
mintha valahonnan nagyon messzir6l figyel-
nénk egy nagy labda mozgasat. A labda alatt
a palydn mozgé embertdmegben mindenki a
neki tetszd irdryba 16ki a labdat. Az egyes
jatékosok nem lathatdk, mivel (elképzelésiink
szerint) a palya tl messze van t&liink, a lab-
dat azonban latjuk, és azt észleljiik, hogy az
meglehetsen szabilytalanul cikazik ide-oda.
Az el6z6 fejezetekben targyalt tételek alapjan

—tudjuk, hogy. valamely folyadékban vagy géz-

ban szuszpendalt kis részecske atlagos kine-
tikus energidja (3/2)k7, még akkor is, ha
sokkal nehezebb, mint a gizmolekuldk. Ha
nagyon nehéz, akkor sebessége viszonylag
kicsi, de jobban megvizsgalva kideriil, hogy
nem is olyan nagyon kicsi. Persze nem valami
konnyli egy ilyen részecske sebességét meg-

41 A Brown-mozgés.

figyelni, mivel 1...2 p 4tmérdjli targy esetén:
a (3/2)kT 4tlagos kinetikus energia kb.
1 mm/s sebességnek felel meg. A mozgést még
mikroszképpal is nehéz figyelemmel kisérni.
A részecske ugyanis allandéan és.rendszer-
teleniil véltoztatja mozgasirdnyat. Hogy ilyen
moédon mégis mekkora tavolsagra tud eljutni,
azt e fejezet végén targyaljuk majd. A problé-
mat elsének — szdzadunk elején — Einstein
oldotta meg.

Ha egyébként azt mondjuk, hogy valamely
részecskének a kozepes kinetikus energidja.

(3/2)kT, akkor megkoveteljiik, hogy ez a

kinetikus elméletbdl, azaz a Newton-torvé-
nyekbdl kovetkezzen. A kinetikus elméletbél
kiilonb6z6, csodédlatos dolgokat vezethetiink
le, és az a legérdekesebb, hogy oly sokat sike-
riilt kapnunk ilyen kevésbdl. Természetesen
ezzel nem azt akarjuk mondani, hogy a New-
ton-tSrvények ,keveset” jelentenek; val6ja-
ban a feladat megold4dsahoz minden sziiksége-
set megadnak. Amit e kijelentésen értiink az
az, hogy nekiink nem kellett sokat dolgoznunk
a cél érdekében. Hogyan sikeriil mégis oly
sokat kapnunk? A vélasz egyszerfi: mindig
egy nagyon fontos feltevésbdl indultunk ki,
nevezetesen abbol, hogy ha a rendszer egy
adott hémérsékleten termikus egyenstilyban
van, akkor ugyanez a rendszer, ugyanezen a
hémérsékleten tetszbleges massal is termikus
egyensulyban lesz.

Pl. meg akarjuk nézni, hogyan mozog egy
részecske, ha a vizzel ténylegesen -ké&lcson-
hatasba 1ép. E céibol képzeljiik el, hogy a vizen
és a részecskén kiviil még valamely gaz is jelen
van. A gdz pardnyi ,,golydcskakbol” 4ll,
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‘amelyek (feltevésiink szerint) ‘a-Vizzel nincse- -

nek kolcsénhatasban, a részecskéket viszont,
a veliik val6 iitkozéseik sordn erbsen ,,16kdd-
sik”. Feltételezziik, hogy a részecskébdl egy
L.kar” nyulik ki, és az Osszes golyocska csak
ezt a kart 16ki meg. A golyécskakbdl &6,
képzeletbeli gazrol mindossze annyit tudunk,
hogy az adott hémérsékleten idedlis giz. A viz
bonyolult, az idealis giz viszont egyszer(
anyag. Igy konnyebb a részecskék és a gz
kolcsdnhatdsat vizsgalni. A részecskek atlagos
mozgésa tehat olyan, amilyen a gizatomokkal
valé iitkozés soran alakul ki. 4 részecskéknek
és a golydcskakbdl &llo gaznak -egyensilyban
kell lennie. Belathatd, hogy a vizmolekuldk és
a részecskék sebessége egyenld. Ha ugyanis a
részecske a viznél gyorsabban mozogna, akkor
ennek kovetkeztében a golydcskdk energiat
vennének at, és a gaz melegebb lenne, mint a
viz. Mi azonban egyenld hémérsékletekbdl in-
dultunk ki, és ha egy (zart) rendszer egyen-
stilya egyszer mar beallt, akkor meg is marad;
egyes részei onmaguktdl nem valnak mele-
gebbé, mas részei pedig hidegebbé.

Ez az allitas igaz és a mechanika torvényei
alapjan be is bizonyithat6. A bizonyitds na-
.gyon bonyolult, és csak a mechanika maga-
sabb foku ismeretében érthetd meg. (A bizo-
nyitas egyébként sokkal konnyebb a kvantum-
mechanika segitségével, mint a klasszikussal.)
A tételt el6szér Boltzmann bizonyitotta be.
Mi most egyszerfien elfogadjuk igaznak. igy
azt mondhatjuk, hogy részecskénknek (3/2)kT
energidjanak kell lennie, ha a golyocskékkal
{itkdzik. De ugyanezzel az energiaval kell ren-
delkeznie akkor is, ha a golyocskékat eltavo-
fitjuk és a részecske — ugyanakkora hémér-
sékleten — a vizzel iitkdzik. A gondolatmenet
talan furcsa, de teljesen helytallo.

A kolloidrészecskék mozgasdn  kiviil
— amelyeket vizsgilva a Brown-mozgast fel-
fedezték — egész sor mads jelenség is létezik,
amiben meg lehet figyelni a Brown-mozgést.
Ha a vildgon a lehetd legérzékenyebb mérd-
berendezést pl. egy nagyon érzékeny balliszti-
kus galvanométerbe helyezendd vékony kvarc-
szélra fiiggesztett tiikor segitségével probaljuk
eldallitani (41.1 dbra), nehézségekbe litkdziink.

a) b}
41.1 4bra. Brown-mozgés megfigyelése galvano-
méterrel .

a) az L forrasbdl érkez6 fény egy kis tikorrsl a skaldra
tikrozédik; b) a skalaleolvasdsok rogzitése az id6 fuggvé-
nyében

Ha ui. a tiikrot megfigyeljiik, azt tapasztal-

juk, hogy a tiikér sziinteleniil ide-oda mozog.
Fénysugarat bocsitva rd, a kapott fényfolt
nem tesz lehet&vé pontos leolvasast, nem lesz
pontos a mérdeszkoziink, mivel a tikdr sziin-
teleniil mozog. Miért? Azért, mert a titkor for-
gésanak atlagos kinetikus energidja (1/2)k7.
Mivel lesz egyenld a tiikor ingadozasi sz6-
gének négyzetes atlaga? Tételezziik fel, hogy
a tiikdr sajat rezgésének periddusit mar meg-
hataroztuk (megkoccintva egyik oldalat és
megfigyelve, meddig rezeg ide-oda) és J tehe-
tetlenségi nyomatékat is ismerjiik. A forgds
Kkinetikus energidjara vonatkozé Osszefiiggést
[l (19.8) egyenlet] tudjuk; Wi = (1/2)Jc?
A mozgis soran fellépd potencidlis energia
viszont az elfordulas sz6gének négyzetével ara-
nyos, azaz Wpot = (1/2)e2 Ha viszont ismer-
jiik a rezgés 7, periodusat és igy ki tudjuk sza-
mitani a megfeleld w, = 27/t, sajatfrekven-
ciat, akkor a potencidlis energia Wpot =
= (1/2)Jw}H? alakba irhat6. Tudjuk, hogy az
atlagos kinetikus energia (1/2)kT, mivel azon-
ban harmonikus oszcillitort vizsgilunk, az
atlagos potencidlis energia szintén (1/2)kT.

Kovetkezésképp
1 1
5 JoKE) =5 KT,

vagy

k
(9% = .—]_c-o% . (41.1)

Ily m6don ki tudjuk szdmolni a tiikdr rez-
géseit, és megkaphatjuk mérSeszkdziink pon-
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__tossagdnak hatdrait. Amennyiben a rezgéseket

- csokkenteni akarnank, le kell hiiteniink a tiik-

~ rot. Ezzel kapcsolatban azonban egy érdekes
kérdés meriil fel: 4ol hiitsiik le? Ez természe-

~ tesen 7attc’>1 fligg, honnan kapja a tiikér a ,,16-
- késeket”. Ha a kvarcszalon keresztiil, akkor
a szal fels6 végét kell hiiteniink. Ha a tiikor
gazatmoszféraban van és a 1okéseket féleg a
gazmolekuldkkal val6 iitkozések szamlajara
irjuk, akkor jobb a gazt hfiteni. Gyakorlati
szabalynak fogadhatjuk el a kovetkezdt: ha
ismert valamely rezgés csillapitdsénak moédia,
akkor mindig megtalalhat6 az ingadozis for-

& ——rdsa is. Erre a kérdésre egyébként még vissza-

tériink. :

Ugyanez az ingadozds elektromos dram-
korokre is jellemz8. Tételezziik fel, hogy egy
meghatarozott frekvencidra nagyon érzékeny,
pontos er8sitSt épitettiink. Az erdsitd be-
menetére egy rezonancia-aramkort (41.2 dbra)
kapcsolunk, hasonl6an a jobb radiévevékhoz.
Az ingadozidsokat a lehet6 legpontosabban
akarjuk tanulmanyozni. E célbol pl. az induk-
ciés tekercs fesziiltségingadozasait az erdsitd
bemenetére adjuk. Természetesen barmely
ilyenfajta dramkorben vannak bizonyos vesz-
teségek. A szoéban forgd aramkériink ugyanis
nem idealis, hanem csak nagyon j6 rezonan-
cia aramkor, amelynek igen kicsi az ellen-
allasa (az ellendlldst az 4bran feltiintettiik
ugyan, de tudjuk, hogy értéke nagyon kicsi).

4
L ;c . L G
R 3
b)

a)

41.2 dbra. Nagy O érték(i rezonanciadramkor

a) valodi dramkor T hémérsékleten; b) mesterséges dram-

__ kor idedlis (zaj nélkdli) ellendllissal és G ,,zajgeneratorral”

Most pedig szeretnénk kiszdmolni, hogy
melkora lesz az indukcids tekercsen a fesziilt-
ségingadozds? Vdlasz: Ismeretes, hogy a rezo-
nanciakSrben levé tekercsben felhalmozott
»Kinetikus energia”: (1/2)L72 (lasd 25. fejezet).
(1/2)L1? atlagértéke (1/2)kT, ebbdl az aram-

3 Mai fizika 4. két.
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erésség, €és abbdl a fesziiltség négyzetes atlag-
értéke meghatdrozhatd! Ha tehat tudni akar-
jl}k az injiukCiés tekercs fesziiltségét, az
U =iwLl formulat kell haszndlnunk, és igy
az indukcios tekercsen felléps fesziiltség ab-
szolit értékének négyzetes atlaga (U7 =
= L*wi(I%). Behelyettesitve az (1/2)L(I%) =
= (1/2)kT értéket

(UPy = LapdkT 41.2)

Osszefiiggést kapjuk. Ily modon megtervez-
hetjiik aramkoriinket, és megmondhatjuk
mekkora lesz benne az un. Jokhnson-zaj, azaz a
hémérsékleti ingadozassal kapcsolatos zaj!

De akkor, honnan is szdrmaznak ezek az
ingadozasok? Ismét csak az ellendlldstol —
amiatt, hogy az elektronok ide-oda mozog-
nak az ellenalldsban. Mivel az elektronok az
ellendllds anyagédval termikus egyenstlyban
vannak, ez az elekirons(irfiség ingadozasidhoz
vezet. Az elektronok gyenge elektromos tere-
ket hoznak létre, amelyek a rezonancia-aram-
kort vezérlik.

Elektromérnckok mésképpen fogalmazzik
meg a problémat. Fizikailag az ellenéllds 1é-
nyegében zajforras. A valddi dramkort azon-
ban, amelyben a tényleges ,,zajkelts” ellen-
allas van, egy fiktiv d&ramkorrel is helyettesit-
hetjiik, amely a ,,zaj reprezentdldsdra gene-
ratort tartalmaz. Az ellenallds igy idealis lesz,
semmiféle zaj sem szarmazik tSle; az Osszes
zaj az elképzelt generdtorbdl ered. Ha ismer-
jik az ellendllds keltette zaj jellegzetességeit,
és a zajt leird Osszefiiggést, akkor ki tudjuk
szamitani, hogyan reagil majd az dramkoér a
zajra. Ebb0l lathatjuk, hogy a zaj ingadozasait
leird Osszefiiggésre van sziikségiink. Az ellen-
allas egyforman kelt zajt minden frekvencian.
A rezonanciakor természetesen ennek a zaj-
nak csak a rezonanciafrekvencia kdzelébe esd
részét ,,hallja”.

A generator teljesitményét a kovetkezs-
képpen frhatjuk le. Ha az ellenallés kizvetle-
niil a zajgenerdtorral lenne OGsszekapcsclva,
akkor az ellenéllason felemésztett kdzepes tel-
jesitmény (Zﬂ)/R lenne, ahol U a generator
fesziiltsége. Mi azonban most részletesebben
szeretnénk ismerni a teljesitmény frekvencia



" szerinti eloszlasat. Minden egyes meghataro-
_zott frekvencidhoz csak nagyon kicsi teljesit-

mény tartozik. Jeldlje P(w) dw azt a teljesit-
ményt, amelyet a generator a dw frekvencia-
intervallumban taplal az ellendllasba. Ekkor
bizonyithato (a bizonyitdst mas esetre végez-
ziik el, a szAmitds azonban mindkét esetben
tokéletesen azonos), hogy a generator leadott
teljesitménye:

' 2
P(w)dw = P kT dow, (41.3)

amely ily modon fiiggetlen az ellendlldstol.

41.2 A sugarzas termikus egyensilya

Most egy még bonyolultabb és érdekesebb
problémaval foglalkozunk. Tegyik fel, hogy
egy olyan toltstt oszcilldtorunk van, amelyrdl
a fény targyaldsanal volt szé! Legyen ez
mondjuk egy elektron, amely valamely atom-
ban fel-le rezeg, és igy fényt is sugaroz. Te-
gyiik tovabba fel, hogy az oszcillator mas ato-
mokbdl 4ll6 nagyon ritka gazban van, ame-
lyek idénként iitkoznek vele. Amikor hosszi
idé mulva bedll az egyensuly, az oszcillator
akkora energidra tesz szert, hogy a rezgés
kinetikus energidja (1/2)kT lesz, s mivel har-
monikus oszcillatorrél van szo, a teljes ener-
gia pedig k7.

Ez idaig természetesen a helyzet pontatlan
leirasa. Az oszcillitor ugyanis elektromos tol-
tést hordoz, és ha kT energiaja. van, fel-le mo-
zogva fényt sugaroz. Ezért lehetetlen, hogy a
valodi anyag Snmagéban egyenstilyban legyen
anélkiil, hogy a tdltések ne bocsatandnak ki
fényt. A fénnyel azonban energia tavozik el, az
oszcillitor — az idé muldsaval — elveszti kT
energiajat, s az egész kornyez6 gaz, amely az
oszcillatorral iitkdzik, fokozatosan lehdl.
Eppen ily médon, a kérnyezetébe fényt bo-
csatva, hiil le hideg éjszakén az izz6 kélyha is;
az atomok toltéseiket ide-oda mozgatjak,
folyamatosan sugdroznak, és lassan — éppen
e sugarzasok miatt — tdncolé mozgasuk le-
csillapodik!

A BROWN-MOZGAS

Masrészt viszont, ha az Osszes atomot és
oszcilldtort egy dobozba zarjuk ugy, hogy a

fény nem tud kijutni beléle a végtelenbe, akkor ... & ...

végiil is ‘el lehet érni termikus egyensulyt.
A gizt bezarhatjuk egy olyan dobozba,
amelynek a falain a doboz belsejébe fényt su-
garzé mas oszcillatorok is vannak, vagy pedig
olyan dobozba, amelynek falai tiikrok. Az
utdbbival kénnyebb a dolgot megérteni. Ily
modon feltételezziik, hogy az oszcillitorunk
altal kisugarzott dsszes sugarzas a doboz bel-
sejében marad. Természetesen ekkor sugarozni
kezd az oszcillator is, de elég rovid id6 alatt

- §ssze is gyljti energidjanak AT értékét, mert. -

az oszcilldtor maga a doboz falairdl vissza-
ver8dd, sajat fényével gerjeszt6dik. Bar az
oszcillitor sugarzik, bizonyos mennyiségit
fény visszatériil, és igy az oszcillator kisugar-
zott energidjanak egy részét visszakapja.

Most meghatarozzuk, hogy milyen erésen
kell megvilagitani T hSmérséklet esetén egy
ilyen dobozt ahhoz, hogy az oszcillator a fény-
sz6rodas altal éppen annyi energidhoz jusson,
amennyi a kisugarzas fenntartdsahoz sziiksé-
ges.

Legyen a dobozban nagyon kevés gazatom,
a kozottiik levs tavolsig pedig nagy. Ily mo-
don idedlis oszcillitorunk lesz, amelynek
— a sugérzasi veszteséggel jaro csillapitasat
kivéve — semmilyen csillapitasa sincs. Ekkor
ugy tekinthetjiik, hogy termikus egyensuly ese-
tén az oszcillator egyrészt sugaroz (a kisugar-
zott energia ki is szamithato), mdsrészt a red
esd fény szérédasakor karp6tlasként a sugdr-
z4s mennyiségével egyenlS energiamennyisé-
get kap. Mivel az energia sehova maéshova
nem tud eltavozni, ezért az effektiv sugarzis
1ényegében ,,az Ssszfénynek” az a része, amely
az oszcillatoron szérddott.

Mindenekel6tt kiszamoljuk tehat az adott
energiajt oszcillator altal 1 s alatt kisugarzott
energiamennyiséget. (Ehhez a sugarzési vesz-
teséget targyald 32. fejezetbdl (3. kotet 78.
oldal) néhény egyenletet felhaszndlunk anél-
kiil, hogy megismételnénk levezetésiinket.)
A radidnonként kisugarzott energianak €s az

oszcillator energidjanak a hanyadoséat 1/Q-val '

-
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" jelolik (32.8 egyenlet):

aw
1 dr
0 _‘ W

" A 0 mennyiséget (csillapitasi allando) felhasz-

nalva ezt a kdvetkezd alakban is felirhatjuk:
1/Q = d/w,, ahol w, az oszcillitor sajatfrek-
vencidja, ha 0 nagyon kicsiny, Q pedig nagyon
nagy. Az 1 s-alatt kisugarzott energia tehat:
AW oW oW
dz 0 T o,
v:agyis egyszerlien §-nak és az oszcillator ener-
gidjdnak a szorzatdval egyenlS. Az oszcillitor
atlagos energidja viszont kT, ezért a & és kT
szorzatat a masodpercenként kisugirzott ener-
gia atlagértéke adja:

aw
/ ——\ = 0kT.
NV

Most mar csak § jelentését kell ismerniink. Ezt

a mennyiséget a (32.12) egyenletbdl kénnyen
megkaphatjuk:

=6, (41.4)

(41.5)

5= D0 _ 2 o}

(0] 3 c ’
aho} ¥y = q2/(45 &y m c?) a klasszikus elektron-
sugdr (32.11), és felhasznaltuk a A = 27mc/o,
Osszefliggést.

A fénysugarzas atlagos idébeli valtozasara
vonatkoz6 végeredményiink ezért az w, frek-
vencia kornyezetében

aw 2 rul

dr 3

(41.6)

kT. (41.7)

Mennyi fénynek kell az oszcillitorra esnie?
Nyilvdnvaléan annyinak, hogy az oszcillator

““4ltal a fénybdl (a fény szorodasa kovetkezté-

ben) elnyelt energidnak a fenti mennyiséggel
egyenlének kell lennie. Mas szavakkal, az
emittdlt fény az oszcillitort az iiregben meg-
vilagit6 fénybdl szdrmazd szort fény. Most azt
kell kiszamolnunk, hogy mennyi fényt szor
vissza az oszcillator, ha ra bizonyos ismeretien
mennyiségli fény esik. Jeldlje I{(w) dw a do
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frekvenciaintervallumba esé o frekvenciaju
fényenergia mennyiséget (ugyanis pontosan
megadott frekvencidja fény nem létezik; a su-
gérzas kiterjed az egész spektrumra). Ily mo-
don I(w) az a spektrdleloszlds, amelynek alak-
34t kell megkeresniink. Ilyen spektraleloszlds
lehet példaul egy T hémérsékletli kdlyhaban a
tliz szine, amelyet a kélyhaajtd kinyitdsakor
latunk. Mégis mennyi fény nyel6dik €l? Vala-
mely beesd fénynyaldbbdl elnyelt sugéirzas
mennyiségét mar meghatiroztuk, és hatds-
keresztmetszetként kifejeztiik. Ez pontosan
annak felel meg, mintha feltételeznénk, hogy
egy bizonyos meghatdrozott teriiletre bees®
Ssszes fény - teljesen elnyel6dnék. A teljes
visszasugirzott intenzitds igy a beesd fény
I(w) dw intenzitdsdnak és a ¢ hataskeresztmet-
szetnek szorzatdval lesz egyenld.

A hataskeresztmetszetre korabban leveze-
tett (31.19) képlet nem tartalmazza a csillapi-
tast. A levezetést azonban nem nehéz meg-
ismételni, és igy az akkor elhanyagolt csilla-
pitési tagot most szamitasba vehetjiik. Ezt el-
végezve és a hatdskeresztmetszetet ugyanolyan
moédon kiszdmolva, azt kapjuk, hogy

. — 8arg wt
T3 (0 =0+ 50l

) . (41.8)

Menjiink tovabb; o a frekvencia fiiggvé-
nyében jelentds értéket csak az w, sajatfrek-
vencia kozvetlen kdrnyezetében ér el. (Emlé-
kezziink vissza, hogy valamely sugarzé osz-
cillaitor Q értéke kb. 108.) Az oszcillitor
= wy, esetén nagyon erdsen, w mas értékeire
viszont nagyon gyengén szér. Ezért helyette-
sitjiik cw-t wy-val és (w?—wd)-et 2w (w—wy)-1al;
ekkor

22
2mrywg

05 = 5o - (419)

3 [(w—wo)2+ %—]

Az egész gbrbe most csaknem @ = w, Xor-
nyezetére korlatozddik. (Ténylegesen sem-
milyen kozelitést sem kellene tenniink, de az
integrélokat sokkal egyszerlibb kiszdmitani,
ha az egyenletet egy kicsit leegyszeriisitjiik.)
Az adott frekvenciatartomanyba esd intenzi-
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- té‘éf 7 EES%&foéQg ‘a 'sfzéféskerész’imetszettel, a
~dow intervallumba szort energiamennyiséget

kapjuk. A teljes szOrt energia az Gsszes w-ra
vett integralja lesz, tehat

oo o 2m2wil(w) dw
W, T oo = [LRHO
dr 3[(&)—&)0)2‘1‘2
0 0

(41.10)

Most azt allitjuk, hogy dW¥s/dt = 30kT. De
miért jon be a 3-as szorzéfaktor? Azért, mert
amikor a hatdskeresztmetszetet szamitottuk,
a 32. fejezetben feltételeztiik, hogy a fény-
nyaldb polarizaltséga. folytin rezegtetni tudja
az oszcillatort. Ha az oszcillator csak egy
irdnyban tudna rezegni, és a fény nem lenne
helyesen polarizalva, akkor semmilyen sz6ro-
das sem jonne létre. Tehat vagy atlagolnunk
kell a fény minden beesési és polarizacios ira-
nyara a csak egy irAnyban rezgd oszcillator
szérasi hatdskeresztmetszetét, vagy ami sok-
kal kdnnyebb, olyan oszcillatort képzeliink el,
amely azonnal koveti a teret, barmilyen irdnya
is legyen. Az ilyen oszcillator, amely mind-
harom irdnyban egyforman rezeghet, 347 atla-
gos energiaju, mivel harom szabadsagi foka
van. A hirom szabadsigi fok miatt tehdt
36kT-t kell irnunk.

Végezziik el most az integralast. Tegyiik fel,
hogy a fény ismeretlen I(w) spektraleloszlasa
sima gorbe, amely abban a szlik frekvencia-
tartoméanyban, ahol os-nek éles maximuma
van, nem valtozik nagyon erSsen (41.3 4bra).

1(m)

|
! «
mg—293 | m,+3 o

O

41.3 4bra. Szorzo6tényezdk a (41.10) integrél alatti

kifejezésben

A csucs az 1/(w-wg)2+0%/4 rezonanciagii}'be;_ az I{w) ténye-
26t jo kozelitéssel I(wg)-val lehet helyettesiteni

A BROWN-MOZGAS

Ekkor az integridlhoz az egyetlen Iénye_ges
jarulékot csak azok az w frekvencidk adjék,

amelyek az w, nagyon kicsiny kornyezetén '~ s

beliil vannak. Ezért, bar I(w) ismeretlen és
bonyolult fiiggvény is lehet, azegyetlen helyen,
ahol fontos az w = w, hely kornyezete, a sima
g6rbét egy ugyanolyan magassagu egyenessel
helyettesithetjiikk. Mdas szavakkal, az I(w)-t
egyszerfien az integraljel elé vissziik, és I(wy)-
nak nevezziik. A tobbi allandét is kiemelve az
integral elé kapjuk, hogy
2 dow
%7’%@%1(000) J‘ &

= 20kT.
(wo—awd)+ - B

|

0
(41.11)

Az integralas 0-t0l = -ig terjed, a 0 azonban
oly messze van w,-tol, hogy a gorbe itt mér
csaknem az abszcissza mentén fut, ezért
O-helyett — o-ig megyiink. Ez kiilonbséget
nem jelent, az integralds pedig sokkal kony-
nyebb. Az integrél egy | dx/(x*+a? alaku
4rkusz tangens fliggvény. Ennek értéke O és
+ oo hatarok kézott iz/a-val egyenld. Esetiink-
re 27/6 adodik, ezért kis atrendezés utan azt
kapjuk, hogy

96%kT

. . (4112
AP gwd ¢ )

I{wy) =
Behelyettesitve ide a 6-ra vonatkozé (41.6)
Ssszefiiggést (nem szilkséges w,-t irnunk;
hiszen ez igaz barmely w, értékre is, amelyet
egyszerlien w-nak nevezhetiink): :

2
o) = %};—{ (41.13)
amely megadja a fény eloszlasat egy forrd
kalyhaban. Ezt feketetest-sugdrzdasnak nevezik
(fekete azért, mert abszolit zérus hémérsékle;t
esetén a kalyha nyilasa fekete).

A (41.13) a klasszikus elmélet szerint adja
meg valamely zart doboz belsejében a 7" ho-
mérsékleti sugirzas energiaeloszlasat. Meg-
jegyezziik, hogy sem az oszcillitor toltése,
sem tdmege, sem semmilyen jellegzetes tulaj-
donsaga nem szerepel (41.13)-ban. Ha ugyanis
egy oszcillitorral egyszer mar elértiik az

Ry e

AR

égycnsﬁlyt, egyensulyrol kell gondoskodnunk

= barmely - mads, kiilonb6z6 tomegli oszcilldtor
“ésetében s, kiilénben elméletiinkkel bajba

keriiliink. Ez igen fontos ellenérzésmodja

- - egyes-allitdsoknak;-mely-szerint-az egyenstly

csak a hémérséklettdl fiigg, és nem attdl, hogy
minek az egyenstlyardl beszéliink. E megjegy-
zés utan, rajzoljuk most fel az I(w) gorbe alak-
jat (41.4 abra). A gorbe a kiilénb6zd frekven-
cidknak megfelel$ fényintenzitdst mutatja.

]

i
1
\

N \ T
* n 1 4
Radié-  finfra-JLathatd Ultra- | Réntgen-
hullimokjvéras ibolya | sugarak

41.4 é&bra. Feketetest intenzitdseloszldsa két hé-
mérséklet esetén a klasszikus fizika szerint (folyto-
nos gorbék)

A szaggatott gorbék mutatjik a tényleges eloszlast

Abban a kifejezésben, mely az egységnyi
frekvenciatartoméanyba es® intenzitds nagy-
sagat frja le, a frekvencia négyzete szerepel. Ez
azt jelenti, hogy barmely tetszbleges hdmér-
séklet esetén a dobozbél mindig tekintélyes
mennyiségli rontgensugarzas jon ki!

Természetesen tudjuk, hogy ez nem igaz.
Amikor ugyanis kinyitjuk a kalyhat és be-
pillantunk, a rontgensugarak egyaltaldn nem
teszik tonkre szemiinket. Az el8bbi kijelenté-
stink teh4t hamis. A dobozban levd reljes ener-
gia: valamennyi frekvencidra Osszegezett in-
tenzitds, azaz a végtelen gorbe alatti teriilet.
Itt tehat valami alapvetSen hibds!
__Kudarcunk azt jelenti, hogy a klasszikus

 elmélet teljesen képrelen a feketetest sugarzasi

eloszldsdnak és a gézok fajhGjének helyes le-
frdsdra. A fizikusok e kovetkeztetést minden
oldalroél tovirdl-hegyire megvizsgaltak, de ki-
utat nem taldltak.

A (41.13) Osszefiiggés, amelyet ‘Rayleigh-
trvénynek neveznek, a klasszikus fizika ,,jés-
lata™; nyilvanvaldan teljes abszurditas!
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41.3 Ekviparticié és a kvantumoszcilldtor

A fenti nehézség csak egyike a klasszikus
fizika megoldatlan kérdéseinek. Mar a gazok
fajhSjének értelmezésében is, majd pedig a
feketetestben levd fényeloszlds magyarazata
sordn jelentkeztek a nehézségek. Természete-
sen, mialatt az elméleti fizikusok vizsgaltak a
problémat, azalatt szdmos mérést is végeztek.
Megallapitottak, hogy a gérbék helyes lefutésa -
a 41.4 abrdn lithatd szaggatott gdrbékhez
hasonlé, azaz, semmilyen rontgensugarat sem
taldltak. Ha a hSmérsékletet csokkentjiik, a
tapasztalati gérbék 7-vel aranyosan, a klasszi-
kus elméletnek megfeleléen az abszcisszaten-
gely felé kozelednek, de ugyanekkor alacso-
nyabb hémérséklet esetén hamarabb ,»vagnak
le”.

Ily médon az eloszlasi gérbe kis frekven-
cidkra .vonatkozo része a tapasztalattal meg-
egyezik, a nagy frekvencidra vonatkozoé azon-
ban nem. Miért? Amikor Jeans a gazok faj-
héjét vizsgilta, észrevette, hogy a nagyfrekven-
Cidji mozgisok elég alacsony h&mérséklet
esetén , kifagynak”. Ha ugyanis a hémérsék-
let elég alacsony, vagy ha a frekvencia elég
nagy, az oszcillatoroknak nem lesz t5bbé 4t-
lagosan AT energidjuk.

Emlékezziink vissza, hogyan is vezettiik le
(41.13) Osszefiiggésiinket! Minden az oszcil-
lator termikus egyensiilynal vett energiajatol
figgdtt. A (41.5)-ben szerepls kT ugyanaz a
mennyiség volt, mint ami a (41.13)-ban is sze-
repelt; az o frekvendidju harmonikus oszcil-
lator 7 hémérsékletnél vett itlagenergisja.
A klasszikus fizika szerint ez a mennyiség
kT-vel egyenld, a kisérlet azonban azt mu-
tatja, hogy — alacsony hémérséklet és nagy
frekvencia esetén — nem! Ily médon a gorbék
levigdsdnak ugyanaz az oka, mint a gazok
fajh&csdkkenésének. Konnyebb azonban a
feketetest gbrbéit vizsgdlni, mint gazok faj-
héit. Forditsuk figyelmiinket ezért a feketetest
helyes gorbéjének a meghatdrozdsira, mivel
ez lesz az a gdrbe, amely minden frekvenci4n
helyesen irja le a harmonikus oszcillator atlag-
energidjinak a homérsékletfiiggését.

E gorbéket Planck tanulmanyozta. A prob-
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1émara elBszor empirikus valaszt taldlt oly
moédon, hogy a kisérleti gorbéhez egy meg-
felel fiiggvényt illesztett. Frekvenciafiiggd
empirikus képletet kapott a harmonikus
oszcillitor 4tlagenergidjara, majd utina egy
egyszer(i levezetést is taldlt. Ehhez egy eléggé
szokatlan dolgot kellett feltételeznie. Feltevése
az volt, hogy a harmonikus oszcilldtor egy-
szerve csak fiw energidt vehet fel. Megszl'iletett’
az elsd kvantummechanikai képlet, amely év-
tizedek problémaira adta meg a ragyogd va-
laszt! Természetesen ez a klasszikus mecha-
nika végének még csak a kezdete volt.. De
ezutan mér nem gondolhatunk arra, hogy az
oszcillatornak tetsz6leges energiaja lehet.

Levezetjiik a legels® helyesen meghatéirozott
kvantummechanikai képletet. Tegyiik fel,
hogy valamely harmonikus oszcillator meg:
engedett energiaszintjei egymdstol egyenld
%o tavolsigra helyezkednek el. Az oszcillator
igy csak e kiilonbozd energiaértékek vala-
melyikét veheti fel (41.5 dbra).

S - W, =4fw Py= Ae—HelkT
N W, =3%w P3= Ae—3FelkT

——N'——W, = 2. Py = Ae kT
MW =fio Py = AT
Mo wo=0  P=A

41.5 4bra. A harmonikus oszcillator energiaszintjei

‘ egyenld tavolsdgra vannak egymastol, W, = nfiw

Planck az itt k6zoltnél valamivel bonyolul-
tabban érvelt, hiszen ez még csak a kvantum-
mechanika kezdetét jelentette és neki bizonyos
megallapitasokat még bizonyitani kellett.
Mi azonban tényként fogadjuk el, hogy a
W energianivd betdltési valoszinisége: P(W)
W energianivd Dbetdltési  valoszinfisége:
P(W)=ae~"/¥T. EbbSl kiindulva aztdn a he-
iyes eredményt kapjuk.

Feltételezziik, hogy sok oszcillatorunk van,
&s mindegyiknek , a frekvencidja. Egye§ek
koziliik a legalsé kvantumallapotot foglaljak

7 el, néhanyan pedig a folotte levot s i. t. Ismerni

szeretnénk az oszcillatorok atlagos energidjat.

Ehhez szamoljuk ki el6szor az oszcillé.t'orok”"if T

teljes energidjanak Ssszegét és a kapott érté-
ket osszuk el az oszcillitorok szamaval. Ter-
mikus egyensulyban ez az érték adja meg egy-
egy oszcillator 4tlagenergidjat, egyuttal ez lesz’
a feketetest sugirzdsaval egyensulyban levd
energia, és ezt kell a (41.13) egyenletbe irnunk
kT helyett. ‘

Legyen N, az alapéllapotban (a le.ga'.lacso-
nyabb energiadllapotban) levd oszcillatorok

széma; N, a W, dllapotban, N, a W, dllapot- |

ban levéké stb. Az altalunk nem bizonyitot_t
hipotézisnek megfelelSen (miszerint a klasszi-
kus fizikdban 4ltaldnosan hasznalt e~ %eet/kT
vagy e WuulkT valészinfiséget a kvantum-
mechanikiban az e~AW/KT helyéttesiti, ahol
AW az energiakiilonbség) feltételezziik, hog’y
az elsé 4llapotban levd oszcillitorok Ny sza-
ma egyenld az alapallapotban levdk N, sza-
ma és az e—"o/kT mennyiség szorzataval. Ha-
sonléképpen, a masodik allapotban levd osz-
cillstorok széma Ny = Nye~2/kT, A szamo-
las egyszer(isitésére vezessiik be az e M/kT =
x jelslést. Ekkor:

3N1 =Nyx,Ny = Noxz, v Ny = Npx™.

Szamitsuk ki el8szor az Osszes oszcillitor
teljes energiajat. Ha az oszcilldtor alapallapot-
ban van, energidja zérus. Ha az elsd allapot-
ban, energidja iw,; ilyen oszcillator Ny van.
Ez azt jelenti, hogy ebben az allapotban az
energiakészlet Nyfio vagy #wNyx. Mive} 2
maésodik allapotban az oszcillitor energidja
2fiw,, de ilyen oszcillitorbdl N, van, ebben az
allapotban az dsszes energia Nofio = 2%HwNx®
s i. t. Ha mindezt 6sszeadjuk, a teljes energiat
kapjuk: : )

Wissz = Noﬁw(o'i' x+ 22433+ ...

Hany oszcillitor van? Az alapédllapotban
természetesen N,, az elsd allapotban Ny s 1. t.
{sszesen:

Nﬁssz =Ng(1+x+x2+x3+ .. )

H

EER A RS 5 O AT T

.

-

T T m———

] Az atlagenergia tehat:

T Npho(0F x+2X 435+ L)
- Ny(+x+ 22+ ...)

(41.14)

Végezze el az Olvasé szorakozidsképpen a
két Osszegezést! Ha nem tévedett, akkor a vég-
eredménybe x-et behelyettesitve, a kdvetkezd

kifejezést kell kapnia:

fiw

- (4119

) =

A fenti kifejezés természetesen k7-hez tart,
amint @ — 0-hoz, vagy T — <-hez.

Az atlagenergidra vonatkozd kifejezés szol-
galtatja azt a hires levdgasi tényez6t, amelyet
Jeans keresett, és ha a (41.13)-ban ezt hasz-
naljuk kT helyett, a fekete doboz fényelosz-
Jasara azt kapjuk, hogy

#iw® dw

Hw)dw = o

(41.16)

Latjuk, hogy w nagy értéke esetén a gorbe
levag, és nincs rajta ,,felfutds”, hidba szerepel
ugyanis a szamlaléban w®, a nevez6ben e ki-
tevéje igen nagy. Nem kapunk ultraibolya
fényt, s rontgensugarakat sem!

Elégedetlenkedhet esetleg valaki amiatt,
hogy a (41.16) ‘levezetésben, a harmonikus
oszcillator energiaszintjeire a kvantumelméle-
tet, a o5 hatdskeresztmetszet meghatirozasara
pedig a klasszikus elméletet alkalmaztuk.
A harmonikus oszcillatorral kélesénhaté fény
kvantumelmélete azonban pontosan ugyanazt
az eredményt adja, mint ami a klasszikus elmé-
let alapjdn addédik. Ténylegesen ez a koriil-
mény igazolja azt a sok id6t, amelyet a torés-
mutatd €s a fényszords targyaldsira forditot-
tunk, aminek sordn az atomokat kis oszcilla-
torcknak tekintettiik. Ismételten hangstilyoz-
zuk, az igy kapott &sszefiiggések a kvantum-
formuldkkal tokéletesen megegyeznek.
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Térjiink vissza az ellendlldsban felléps
Johnson-zajhoz. Mar megjegyeztiik, hogy e zaj
teljesitményének elmélete lényegében ugyanaz,
mint a klasszikus feketetest-sugarzasé. Tény-
legesen az aramkor ellendlldsa nem valddi
ellendllds, hanem inkabb egy antennihoz ha-
sonlé. Igy kénnyen ki tudjuk szamolni, hogy
mi lesz a teljesitmény. A teljesitmény egyenld
lesz avval, amit az antenda az &t koriilvevé
fényt6l kap, s egy-két szorzdtényezitol elte-
kintve, eloszlasa is ugyanolyan. Feltételezhet-
jik, hogy az ellendllas egy ismeretlen P(w) tel-
jesitményspektrummal rendelkez8 generator.
A spektrum meghatdrozasit az a koriilmény
segiti, hogy a generator, egy tetszbleges frek-
vencidji rezonanciakorrel dsszekapcsolva
— mint a 41.25 4bran — az indukcids tekercs-
ben a (41.2) egyenlet altal megadott fesziiltsé-
get kelti. A szamitasok elvégzése utidn ugyan-
ahhoz az integralhoz jutunk, mint (41.10)-ben,
és e modszer szerint eljarva, megkapjuk a (41.3
egyenletet. Kis hémérsékleten, (41.3)-ban k7
természetesen (41.15) kifejezéssel helyettesi-
tendd.

A két elmélet (a feketetest-sugarzasé és a
Johnson-zajé) fizikailag is szoros kapcsolat-
ban van, mivel a rezonanciakdrt természetesen
egy antenndval is Gsszekapcsolhatjuk, tehat az
R ellendllas tiszta sugdrzdsi ellendllds lesz.
Mivel (41.2) nem fiigg az ellendllas fizikai
tulajdonségaitdl, a G generitor mind a valddi
ellendllas, mind a sugarzasi ellenallas szimdara
ugyanaz lesz. Mégis mi lesz a P(w) teljesit-
mény forrdsa, ha az R ellendllds most egy
— a kornyezetével 7' hémérsékletnél egyen-
sulyban levé — idedlis antenna? Ez a T h3-
mérsékleten, a térbdl az antenndba beléps
I(w) sugérzés lesz, amely mint ,,bemend jel”
effektiv generatorként viselkedik. Ezért lehet
a P(w) és I(w) kozott (41.13)-bol (41.3) felé
haladva k&zvetlen kapcsolatot teremteni.

Mindezek — a Johnson-zaj, a Planck-elosz-
las és a Brown-mozgds elmélete (amelyeket
rovidesen pontosan is lefrunk) — a szdzad els6
évtizedének eredményei. Miutidn megismertiik
torténetiiket, visszatériink a Brown-mozgis
targyaldsihoz. )
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41.4 Belyongas
Vizsgaljuk meg, hogy egy ide-oda 16k6d6
részecske a ,,J0kések” kozotti idénél sokkal
hosszabb id6 alatt, milyen messzire jut el.
Nézziink meg pl. egy paranyi, Brown-mozgast
végz8 részecskét, amelyet a szabalytalanul
ide-oda tancolé vizmolekuldk minden oldal-
rol 16kdosnek. Kérdés: Bizonyos id6 letelte
utdn mily messzire jut el a részecske kezdeti

helyét6l? E feladatot Einstein és Smolu-
chowski oldottdk meg.

Képzeljiik el, hogy az id6t kis intervallu-

mokra, mondjuk szdzadmasodpercekre oszt-
juk fel. Ekkor a részecske az els® szdzad-
masodpercben egy adott helyen latszik, a ma-
sodik folyaman tovabb mozog, a kovetkezé
szdzadmasodperc végére valamerre masfele
megy s i. t. A részecskét ér6 16kdosés gya-
korisagahoz képest ez az id6 nagyon hosszi.
Az Olvasé konnyen meggy6z8dhet arrdl, hogy
egyetlen vizmolekula masodpercenként kb.
10%4-szer iitkozik, tigyhogy egy szizadmdasod-
perc alatt 1012 {itkdzésnek kell lezajlania, ami
igen sok! Ezért magatol értetédik, hogy egy
szazadmasodperc mulva a részecske mar nem
,,emlékszik”, mi tortént vele el6bb. Az iitko-
zések véletlenszeritek, a részecske minden
egyes ,,lépése” fiiggetlen az els6tol.

A probléma hasonl6 a hires ,,bertgott ten-
gerész”’-problémahoz: a tengerész kijon a bar-
bol €s el akar indulni valamerre — mivel azon-
ban rosszul all a 1dban —, lépései véletlen-
szer(iek, minden 1épése az eldzGvel valamilyen
tetszbleges szoget zar be (41.6 abra). Elég
hossza id6 elteltével vajon meddig jut el a
tengerész? Természetesen nem tudjuk, hiszen
lehetetlen is megmondani! Csak az bizonyos,
hogy valahol, tobbé-kevésbé véletlenszerlien,
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41.6 dbra. 36L hosszlisagh 1épésbdi allo cikcakkos
at

Milyen messze van Szg B-t51? Atlagosan kb. 6L-re
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itt vagy ott tartézkodik. No de mégis hol van

koriilbeliil? dtlagosan milyen tavolségra jutott -

el a bértél? Erre a kérdésre mar feleltiink,

mivel egyszer mar megtargyaltuk a nagy-

szamnu, kiilonbozd fazisu forrasbel szarmazo -

fény szuperpozicidéjat és ez nagyszami, egy-
massal kiillonb6zd szdget bezard nyil Ossze-
adasat jelentette (32. fejezet). Ekkor megalla-
pitottuk, hogy a véletlenszer(i 1épésekbd] alld
lanc egyik . végétél a. masikig vett tavolsag
négyzetes kozépértéke — amely éppen a fény-
intenzitas — az egyes forrasok intenzitasanak
Osszegével egyenld. Teljesen hasonlé médon,

dett6l Ry a vektortavolsidg, akkor az Ry
négyzetes kozépértéke aranyos a 1épések N sza-
maval. Azaz (R%) = NL?, ahol L az egyes 1é-
pések hossza. Mivel a 1épések szama esetiink-
ben ardnyos az .id&vel, a tdvolsdg négyzetes
kozépértékének szintén annak kell lennie:

(R%) =at. @117

Ez nem jelenti azt, hogy az drlagos tdvolsag
ardnyos az id6vel. Ha ugyanis ez fenndllna,

ugyanezzel a szamitassal dolgozva, kdzvetle- -
niil bebizonyithat6, hogy ha N 1épés utén kez-

akkor a részecskének teljesen meghatarozott

sebességgel kellene mozogni. (A tengerész két-
ségkiviil elére mozog, mozgasa azonban olyan,
hogy csak a tivolsdg négyzetes kozépértéke
aranyos az id6vel.) Ez a bolyongis jellegzetes-
sége.

Nagyon konnyen megmutathatjuk, hogy
minden 1épés a tivolsig négyzetét atlagosan
L2-tel noveli meg. Ry = Ry_1+ L felhaszna-
lasaval ugyanis

Ry-Ry = R} = R}_+2Ry_-L+I2

Sok esetre 4tlagolva pedig (R%)=(Ry_ )+

+L2, mivel (Ry_;-L) = 0. Ily médon teljes
indukcidval: '

R = NIL2. (41.18)

Szamitsuk ki (41.17) egyenletben szerepld
« egyiitthat6 értéket! Miel6tt ehhez hozzafog-
nénk, meg kell jegyezniink néhany dolgot. Ha
a részecskére erd hat (ennek semmi kéze sincs
a Brown-mozgashoz — csak pillanatnyi kité-
16t tesziink), akkor a részecske a kovetkezG-
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B képp hat vissza az er6re. Mindenekel6tt figye-

lembe kell venni a tehetetlenséget. Jelolje m a
“tehetetlenségi egyiitthatot, az objektum effek-
tiv tomegét (ez nem sziikségképpen egyenld a
-yalddi részecske valodi tomegével, mivel ha a
részecskét a vizben mozgatjuk, a viznek is
mozognia kell a részecske koriil). Ha tehat egy
bizonyos iranyd mozgasrol beszéliink, akkor
a mozgasegyenlet egyik oldalan egy m(d%x/ds?)
alaku tag 1ép fel. Tovabba hangsulyozzuk,
hogy ha a részecskére egyenletes tolder$ hat,
akkor mozgasat a folyadék a részecske sebes-
ségével aranyos er&vel fékezi. A folyadék te-

" “hetetlenségén kiviil szdmolni kell aramldsi-

ellenallasaval is, amely a folyadék viszkozita-
sabol és bonyolult dsszetételébdl adodik. Inga-
dozasok el6idézéséhez rendkiviil 1ényeges né-
hiny — az ellenallishoz hasonlé — irrever-
zibilis veszteség jelenléte. Amig nincsenek
ilyen veszteségek, semmilyen mod sincs arra,
hogy kT mennyiséget kapjunk. Az ingadoza-
sok eredete szoros kapcsolatban van ezekkel a
veszteségekkel. Rovidesen megtargyaljuk,
hogy milyen a fékezés mechanizmusa — be-
széliink majd azokrol az erdkrdl, amelyek a
sebességgel ardnyosak és ravilagitunk erede-
tiikkre. EgyelS6re azonban csak azt tételezziik
fel, hogy létezik ilyen ellenallas. Amikor kiilsd
erd hatdsara a részecske csak a legegyszeriibb
modon mozog, a kidvetkez6 mozgisegyenle-
tet kapjuk:

dZx dx
F'*‘M—d‘t* = Fuss. (41.19)

m
A u mennyiség kozvetlentil kisérletbdl meg-
hatdrozhat6. Nézziik példaul, mi torténik egy
pardnyi részecskével gravitacié hatdsira, ha
az erd mg-vel egyenld, u pedig mg és a ré-
__szecske végsb esési sebességének hanyadosa.
A részecskét centrifugdba is tehetjiik, €s meg-
figyelhetjiik, hogy milyen gyorsan csapodik le.
Ha pedig elektromos toltése van, elektromos
térbe helyezhetjiik. Ez azt jelenti, hogy u mér-
het6 mennyiség, melynek értéke sokféle kol-
loid részecske esetén mar ismert.
Alkalmazzuk most ugyanezt az 6sszefiiggést
a Brown-mozgas szabalytalan erdire. Probal-
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juk meg ekkor meghatarozni a részecske altal
megtett Ut négyzetes kozépértékét. A tavolsa-
got nem harom dimenzidban, csak egy dimen-
zioban vizsgaljuk, és hogy elSkészitsiik a fela-
dat megoldasat, kiszamoljuk x2 Atlagértékét
is. (Nyilvanvaldan, hogy x* atlagériéke ugyan-
az, mint 32, ill. z2-6, ezért a tavolsag négyzetes
kozépértéke pontosan haromszorosa annak,
amit most kiszdmolunk.)

A szabdlytalan er6k x komponense termé-
szetesen éppolyan szabalytalan, mint barmely
mas komponens. Mivel lesz egyenld x2 val-
tozasanak sebessége? Bz d(x?)/d¢ = 2x(dx/ds.
Tehat x? atlagértékének valtozasi sebességét
agy szamoljuk ki, hogy a sebesség és a hely-
koordinatdk szorzatat atlagoljuk. Mindjart
megmutatjuk, hogy ez allando, s ezért a sugar
négyzetes kozépértéke az id6vel aranyosan
noévekszik. Szorozzuk be a (41.19) egyenletet
x-szel, azt kapjuk, hogy

d2x dx) 7
mx( s )+yx (_&7) =xF.
Minket x(dx/dr) id6atlaga érdekel. Képezziik
ezért az egész egyenlet idGatlagat és utana
vizsgaljuk meg az egyenlet tagjait. De mit
lehet mondani a tavolsag és az erd szorzata-
rol? Ha a részecske mar elért egy bizonyos
x tavolsagig, akkor, mivel az erd teljesen sza-
bélytalan, s ,,nem tudja, hogy a részecske
honnan indult”, a kovetkezd impulzus x-hez
képest barmely irdnybol érheti a részecskét.
Ha x pozitiv, semmilyen ok sem indokolja,
hogy miért kell az atlagos erének is ugyan-
ebbe az irdnyba mutatni. Szamara ugyanis az
egyik irdny éppoly valészinii, mint a maésik.

. A véletlen er6k nem hajthatjak a részecskét

egyetlen meghatirozott iranyba sem. Ezért x
és F szorzatanak atlagértéke zérus. Masrész-
Sl kis fantazidval az mx(d2x/ds?) tagot a ko-
vetkez6 alakba irhatjuk:

mx — =m

dr

ey

Az atlagolashoz el6szor nézziik meg, mivel
kell egyenldnek lennie x és a sebesség szor-
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 zatinak. Bz a szorzat az id6tS] nem fiigg; mert

-amikor a részecske egy adott ponthoz érke-
zik, nem emlékszik, hol volt elSite. E mennyi-
ség atlagértéke tehat zérus. A masodik tag:
mv?, Errdl annyit tudunk, hogy mv%/2 atlag-
-rtéke (1/2)kT. Megallapitottuk tehat, hogy az

d2x dx = (xF.
mxaz— +u xE ={x x)

egyenletbdl kovetkezik a i

d
—(mtytE ) =0,

illetve a

A kT
=L = 27 (41.20)

Osszefliggés.

Ez azt jelenti, hogy bolyongast végzd tar-
-gyunk altal megtett tavolsdg négyzetes kozép-
£rtéke adott ¢ id6tartam végére az

(R?) = 6kT - (41.21)
u
kifejezéssel lesz egyenld.

1ly m6don végeredményben meg tudjuk ha-
tarozni, milyen messzire mennek a részecskék !
El6szor ismerniink kell, hogy milyen koleson-
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" hatasban vannak az 4llanddéan hat6 erdvel,

s milyen gyorsan ,,vindorolnak’ valamely

ismert erd hatdsara (hogy megkapjuk p-t) és~

akkor ki tudjuk szdmitani, mekkora tdvol-

sigra jutnak el véletlen mozgisaik ‘soréan.-

A most levezetett egyenlet a fizika torténeté-
ben jelentSs volt, mivel a & dllandé meghata-
rozasanak egyik lehet8ségét szolgaltatta. Meg
tudjuk tehdt mérni a u-t, az idét, és azt, hogy

. a részecske milyen messze megy, és képezhet-

jiik az atlagértékeket.
Miért volt ilyen fontos k pontos értékének

meghatarozdsa? Azért, mert az egy molra

vonatkozé6 pV = RT tOrvényben az R
— amely egyébként szintén mérhet6 — az egy
molban levd atomok szdménak és k-nak a
szorzataval egyenl6. A molt eredetileg mint
egy meghatdrozott gramm O%-ot definidltik
(most a szenet hasznaljak erre a célra); a mol-
ban levl atomok szama kezdetben nem volt
ismeretes, pedig ez nagyon érdekes és fontos
kérdés. Az atomok szdmat egyik legkorabbi
moédszer szerint annak alapjan hatdroztik
meg, hogy milyen messze jut el egy kis ré-
szecske, amig azt mikroszkép alatt meghata-
rozott ideig tiirelmesen ko&vetjiik. Ily médon
— miutan R-t ebben az id6ben mar megmér-
ték — a k Boltzmann-dllandét és az N, Avo-
gadro-szamot meg lehetett hatirozni.

e
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42 A kinetikus elmélet alkalmazasai

42.1 Pirolgas

Ebben a fejezetben a kinetikus elmélet né-

" “hény tovabbi alkalmazasival foglalkozunk.

Az el6z6 fejezetben az elméletnek azt a sajatos
oldaldt hangsulyoztuk, hogy egy molekula
vagy valamely mas tirgy minden szabadsagi
fokara atlagosan (1/2)kT kinetikus energia
jut. A tovabbiakban bemutatandé jelenségek-
nek van egy kozds vondsa: annak egységnyi
térfogatra vonatkoztatott val6szinfisége, hogy
részecskét talaljunk valamely helyen, aranyos
az ¢~ WootlkT fiiggvénnyel. (Ezt egy sor fela-
dat megoldasaban felhasznaljuk majd.)

A tanulmanyozott jelenségek — folyadékok
parolgasa, elektronok kilépése fémfeliiletbdl,
vagy kémiai reakciok, amelyekben nagyszami
atom vesz részt — viszonylag bonyolultak.
Ilyen esetekben a kinetikus elmélet alapjdn
mar nem lehet egyszer(i és pontos leirast adni.
A leirt eredmények még eléggé pontatlanok.
(Kivételekre azonban kiilon felhivjuk majd a
figyelmet.) Csupédn azt a gondolatot akarjuk
kifejteni, hogy-a jelenségek a kinetikus elmé-
let alapjan t6bbé-kevésbé megérthetSk. A ter-
modinamika vagy a kritikus mennyiségekre
vonatkozd egyes mérések pontosabban irjak
le a jelenségeket.

Nagyon hasznos azonban tudni — még ha
csak kozelitdleg is —, hogy valami miért tor-
ténik tgy, ahogy torténik. lly médon ugyanis,
amikor uj jelenséggel talilkozunk, vagy olyan-
nal, amelyet még nem vizsgiltunk, tobbé-
kevésbé pontosan elére meg tudjuk mondani,
minek kell majd bekSvetkeznie. Targyalésunk
— Dbér eléggé pontatlan — fizikai gondolat-
menete helyes, csak egyes specialis részeket
leegyszeriisitve k6z0l.

Tekintsiik az els6 példat, a folyadék parol-
gédsat. Tegyiik fel, hogy egy nagy térfogatu
doboz adott h8mérsékleten termikus egyen-
sulyban levs folyadékkal (pl. viz) és gbzzel
van megtdlive, tovibbéd azt is, hogy a gbz
molekuldi egyméstdl viszonylag tavol helyez-
kednek el, a viz molekuldi viszont szorosan
tapadnak egymashoz. A feladat a g6zfazisban,
ill. vizben levé molekuldk szdmanak meghata-
rozdsa. Mekkora a gbz slirisége adott hé-
mérsékleten, s hogyan fiigg ez a hdmérséklet-
t61?

Legyen a g6z egyenstlyi térfogatiban n
szama molekula. n természetesen a hémér-
séklettel valtozik. HOkozlés esetén példaul a
gb6zmennyiség megnd. Vezessiink be még egy
masik mennyiséget is, a folyadék egységnyi
térfogatara esb részecskék szamat, 1/¥,-t, ahol
V, az egy molekula altal elfoglalt térfogat. Fel-
tételezziik ugyanis, hogy a folyadék minden
egyes molekuldja adott térfogatot foglal el,
s igy minél t&bb a molekula, anndl nagyobb az
elfoglalt térfogat. Az egységnyi térfogatban
levd molekuldk szama az egységnyi térfogat-
nak és egy molekula térfogatanak a hanyado-
sdval egyenld. Feltételezziik tovabba, hogy a
folyadékmolekuldk kozott vonzderd hat,
amely Osszetartja ket (kiilonben nem lehetne
megérteni, miért kovetkezik be kondenzcio).
Feltessziik tehat, hogy létezik ilyen erd és,
hogy a folyadékban levd molekuldknak kotési
energidjuk van, amelyet a g6zfazisba valo at-
1épéskor le kell gy6zniiik. Ez persze maga utan
vonja azt a feltételezést, hogy egy molekula-
nak folyadékbdl gézbe vald atmenetekor bizo-
nyos mennyiségli 7 munkat kell végeznie.



A gBzfazisba valéd 4tvitel azt jelenti, hogy a
molekulat el kell szakitanunk a tdbbi, 6t vonzd
molekulatol.

Most felhasznaljuk azt az altalanos tor-
vényt, miszerint két kiilénb6z6 tartomanyban
a térfogategységenkénti atomok szdma np/n; =
= ¢~ (W—W)IKT  Ez 4ltaldnos szabily. Ese-
tiinkben: a géz egységnyi térfogatiban levd
molekulédk # szdmat osztjuk a folyadék egy-
ségnyi térfogatira esd molekulak 1/V, sza-
maval és igy

nV, = e WIkT 42.1)

Nagyén hasonlé a hélyzet a gravitéciés térben

egyenstlyban lev6 atmoszférahoz, ahol az alsé
légrétegekben a gaz slirfibb, mint magasab-
ban, azon mgh munka miatt, amely a giz-
molekuldknak 4 magassagba vald felemelésé-
hez sziikséges. A folyadékban a molekuldk
stiribben helyezkednek el, mint a g&zben, és
mivel W ,energiadombon” kell atvinniink
Sket, a slirliségek aranya e W/ T,

Tulajdonképpen ez az amit le akartunk
vezetni, a gbz sfirlisége valamilyen energia
negativ értéke és k7 hanyadosanak fiiggvényé-
ben exponencidlisan valtozik. Az e el&tt all6
tényez6k nem kiilondsebben érdekesek, mivel
az esetek tulnyomo részében a gbz stirlisége
sokkal kisebb, mint a folyadékeé.

Ha a gbz és a folyadék allapota nem koze-
liti meg a kritikus pontot, ahol a sfirliségek
csaknem azonosak, akkor /#” sokkal nagyobb,
mint k7. Ebb&l kovetkezden n sokkal kisebb,
mint 1/V,. A (42.1) tipusu képletek csak ilyen
esetben érvényesek. Ekkor ugyanis, mivel az
exponens igen nagy negativ szam, ha 7-t kicsit
megvaltoztatjuk, ez a nagy kitevd szintén meg-
valtozik. Az exponencidlis valtozdsa sokkal
lényegesebb, mint az, ami az el6tte 4116 bér-
melyik szorzétényez&ben egyaltaldn bekdvet-
kezhet. Miért kell a V,-hoz hasonld szorzo-
tényez&knek megvaltozniuk? Azért, mert le-
frasunk kozelitd; az egyes molekuldknak
ugyanis a valésigban nincs hatdrozott tér-
fogatuk és a h6mérséklet valtoztatasival a fel-
tételezett V, térfogat sem marad 4llandd — a
folyadék dsszehizodik vagy kitdgul. Még més
hasonlé tulajdonsagokat is figyelembe kell
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venni, tigyhogy a tényleges helyzet sokkal bo-
nyolultabb, e tulajdonsdgok azonban a hé-
meérséklettel csak lassan véltoznak. Azt mond-’
hatnank, valdjdban a h&mérséklettel maga a
WV energia valtozik meg, mivel kiil6nb6z6 ho--
mérsékleteken a molekuldknak kiilonboz6 tér-
fogatok felelnek meg, mas-mds lesz az atlagos
vonzas stb. Arra a koOvetkeztetésre jutunk
tehat, hogy ha olyan képletiink van, amelyben
minden tényezd valtozik a homérséklettel,
akkor végeredményben nincs is képletiink. Ha
azonban tudjuk, hogy a W/kT kitev$ altala-
ban nagyon nagy, akkor biztosak lehetiink

afeldl, hogy a g6z sfirfiségét a hémérséklet

fiiggvényében leiré gorbe legnagyobb valto-
zasat az exponencidlis szorzétényezd okozza.
Ezért ha W-t allanddnak, az 1/V,-t pedig
majdnem 4llanddénak tekintjiik, akkor ez .a
feltételezés gorbénk rovid szakaszaira jo ko-
zelitést nyutjt. Mds szavakkal: az alapvet6 val-
tozast az e~ W/kT fiiggvényalak hatdrozza meg.

A természetben — mint kés6bb majd latni
fogjuk — nagyon sok ilyen folyamat van; jel-
lemz6 rajuk az energiakolcsonvétel, és alap-
tulajdonsaguk az exponencidlis hémérséklet-
fﬁggés: e—energia/kT

Tekintsiink most kissé részletesebben egy
masik, a parolgisra vonatkozé és az eléz6vel
csaknem azonos eredményre vezetd médszert.
A (42.1) Osszefiiggés levezetéséhez az egyen-
sulyi esetre mindig érvényes szabalyt alkal-

. maztuk. A jelenség jobb megértése érdekében

azonban nem art részletesebben is.megvizs-
galni 4 parolgas folyamatat. Ezt a kdvetkez6-
képpen is leirhatjuk: a gézben levd molekuldk
folyamatosan bombézzak a folyadék felszinét.
Utkodzésiik soran vagy visszapattannak rola,
vagy atmennek rajta. Hogy melyik esemény a
gyakoribb, azt nem tudjuk. El8szor feltessziik,
hogy minden molekula dtmegy a feliileten, ké-
s6bb pedig azt vizsgaljuk meg, mihez vezet,
ha a feliilet ,,szilardabb”. Els& esetben a folya-
dék feliiletén minden pillanatban lesz bizo-
nyos szamu kondenzal6dé molekula. Szimuk
(a feliiletegységre érkezd molekulék szdma) az
egységnyi térfogatban levé molekuldk n sza-
ménak és a v sebességnek a szorzataval
egyenld. A molekulak sebessége a h&mérsék-
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lettel fiigg Ossze, mivel — mint ismeretes —
{1/2)m? 4tlagosan (3/2)kT-vel egyenld. Tehat
v bizonyos fajta atlagos sebesség. Természe-
tesen integridlnunk kell még a szogekre, &s

__bizonyos atlagoldst kell végezniink, az ered-

meény azonban néhiny szorzbtényez&tsl el-
tekintve a sebesség négyzetes kozépértékének
gybkével ardnyos. Igy
N, =nv 42.2)
az egységnyi feliiletre érkezd és kondenzalodo
molekuldk szdma.
Ugyanakkor azonban a folyadékban levd
~atomok sziinteleniil - mozognak s koziilitk
id&nként egy-egy kirepiil. Becsiiljiikk most meg,
_vajon mekkora ennek a gyakorisiga. A szi-
mitds alapgondolata az, hogy egyensuly ese-
tén a masodpercenként kirepiils molekulak
szdma megegyezik a bejovokével.
Ahhoz, hogy egy adott molekula kirepiiljon,
a szomszédos molekuldkhoz képest jelentds
energiatdbblettel kell rendelkeznie, mivel a
folyadék _tobbi molekuldja nagyon er8sen
vonzza. Altaldban nem is képes legy&zni ezt
az erls vonzast, néha azonban az iitk6zések
sordn ez mégis sikeriilhet. Annak az esélye,
hogy energiatobblete -t elérje, nagyon kicsi,
ha W= kT. Ténylegesen annak a valdszinii-
sége, hogy egy atom az atlagosnal t&bb ener-
gidra teszszert: e~ W/kT, Tegyiik most fel, hogy
néhdny molekuldnak sikertilt megszereznie ezt
az energidt. Mennyi lesz ekkor a feliiletet ma-
sodpercenként elhagyd molekuldk szama?
Nem biztos, ugyanis az, hogy a sziikséges ener-
gidval rendelkezd molekula valdban el is pa-
rolog. A mélyebben fekvd, valamint a nem
megfeleld irdinyba mozgd molekuldk esetleg
nem lépnek ki a folyadékfazisbdl. Az egység-
nyi feliiletb8l méasodpercenként kilépd mole-
kuidk szdma kozelit6leg egyenld: a feliilethez

~ kozeli molekuldk feliiletegységenkénti szdma

osztva a kilépéshez sziikséges idével és meg-
szorozva e~ I T-yel, azaz annak valészin{isé-
gével, hogy a molekula kilépésre kész allapot-
ban van.

Minden egyes molekula — feltételezésiink
szerint — a folyadék felszinénél meghataro-
zott A teriiletet foglal el. Az egységnyi folya-
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dékfeliiletre esd molekulédk szama ekkor 1/4
lesz. Mennyi ideig tart, amig egy molekula
kilép a folyadékbol? Ha a molekulak atlag-
sebessége v, és at kell haladniuk 4 molekula-
atmérSnyi kiilsé rétegvastagsigon, akkor a
kilépéshez sziikséges id5: d/v. Az elparolgd
molekuldk szamat tehéat kozelitSleg az

) @

Osszefiiggés adja meg. Egy molekula vetiileté-
nek é€s a réteg vastagsdganak szorzata kozeli-
t6leg a molekula 4ltal elfoglalt ¥, térfogattal
egyenld. Kovetkezésképpen: az egyenstlyhoz
sziikséges, hogy N, = N,, vagy

= (i) e WIkT “2.9)
Va .
legyen.

A v sebességekkel — mivel egyenlék — egy-
szer@isithetiink. Bar egyik a gbzben levs, a
masik pedig az elparolgdé molekula sebessége,
mégis egyenl8k, hiszen tudjuk, mindkét mole-
kula 4tlagos kinetikus energidja (egy adott
irdnyban): (1/2)kT. Valaki azonban vitatkoz-
hat veliink: ,,Nem! Nem! Csak az egészen
gyorsan mozgé molekulak parolognak el.
Csak ezeknek lesz energiatbbletiik.” Ez azon-
ban nem egészen igy van! Abban a pillanatban
ugyanis, amint a molekuldk kirepiilnek a fo-
lyadékbol, energiatobbletiiket a potencidlis
energia lekiizdésére kell hogy forditsik, és a
feliilethez érkezésiikkor mar a lelassult v se-
bességgel mozognak! A helyzet pontosan
ugyanaz, mint amit a légkdrben levd mole-
kuldris sebességeloszldsok targyaldsa soran
ismertettiink: az alsébb rétegekben a mole-
kuldk energiaeloszldsa adott. Azoknak, ame-
lyek magasabb rétegekbe érkeznek, ugyanaz
lesz az energiacloszlasuk, mivel a lasstibbak
egyaltaliban nem érkeznek fel, a gyorsak
pedig mire feiérnek, ielassuinak. Miindenesetre
sziikségtelen formuldnk pontossagdnak fino-
mitésdra torekedniink, mert a képlet més pon-
tatlansdgokat is tartalmaz. Nem vettitk pl.
tekintetbe a kondenzAci6 valdszintiségét, csak
azt, hogy a mclekuldk a folyadék feliiletérsi



visszaverddhetnek $ 1. t. A parolgas és a kon-
denzacid sebességérdl ily mdédon durva elkép-
zelést szereztiink és latjuk, hogy az » g6zstrii-
ség ugyantgy valtozik, mint el6bb, de most
mar a folyamatot is jobban értjiik, mig korab-
ban egy csaknem &nkényes képletet irtunk fel.

Az a tény, hogy a folyamatot mélyebben
megértettiik, lehetévé teszi, hogy még néhany
dolgot megvizsgaljunk. Példaul tegyiik fel,
hogy a g6zt olyan sebességgel tudjuk elszivni,
mint ahogy keletkezik (azaz, nagyon ,,idedlis
szivattya” all rendelkezésiinkre, a folyadék
parolgasa pedig nagyon lassi). Mekkora a
folyadék pdrolgdsi sebessége, ha a T hOmér-
sékletet kozben &llandénak tartjuk? Feltéte-
lezziik, hogy kisérletileg mar megmértiik a gaz
egyensulyi slrfiségét, és ismerjiik, hogy tér-
fogategységenként adott homérsékleten hany
molekula van a folyadékkal egyensulyban.
Biar az eddigiekben a parolgast csak kozelitd
pontossaggal vizsgaltuk, azért a folyadék fel-
szinére érkezdé gbzmolekuldk szdmat — el-
tekintve az ismeretlen visszaver&dési egyiitt-
hat6té6l — mégsem pontatlanul adtuk meg.
Kihasznalhatjuk tehat azt a koriilményt, hogy
egyensuly esetén a folyadékfelszinbdl kiléps
molekuldk szima egyenld a belépdkével. Igaz
ugyan, hogy a gozt elszivjuk és a molekuldk a
folyadék felszinébdl csak kifelé tudnak 1épni,
de ha a g6z nyugalomban volna, elérné egyen-
salyi sliriségét, akkor a visszaérkezd mole-
kulak szdma egyenld lenne az elparolgdkéval.
Kovetkezésképpen konnyl beldtni, hogy a
feliiletet masodpercenként elhagyé molekulak
szama egyenld az ismeretlen R visszaver8dési
egylitthaténak és a masodpercenként vissza-
tér6 olyan molekuldk szdmanak a szorzataval,

amelyek akkor érkeznének a feliiletre, ha a.

g6z tovabbra is ott volna. Ez a szam szerepel
az egyensulyi parolgis mérlegegyenletében:
VR

—eWIKT | (42.5)
a

Természetesen a g6zbdl a folyadékba belépd
molekuldk szdmat konnyebb meghatdrozni,
mint a folyadékbdl kilépbkét, mivel az erékre
nézve nem Kkell feltételezéseket tenniink.
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42.2 Termikus elektronemisszié

Egy masik, a folyadék -parolgdsdhoz ha-
sonlo, és a gyakorlatban sfirin eléfordul6 fo-
lyamattal is foglalkozhatunk. A feladat /énye-
gében ugyanaz, szinte nem is érdemes kiilén
elemezni.

Minden radidcsében van egy elektronfor-
ras — egy izz6 volframszal, és egy pozitiv t6l-
tésti lemez. A volfram feliiletét elhagyo elekt-
ronok a lemez felé repiilnek. Ez az az ,,idea-
lis szivattyt”, amely allandoan ,,.elszivia” az
elektronokat. Felmeriil a kérdés: mésodper-
cenként hany elektron hagyja el a volfram-
szalat, és ez a szém hogyan valtezik 2 h8mér-
séklet fiiggvényében? A feladat megoldédsa
ugyancsak a (42.5) Osszefiiggés. Egy fémda-
rabban ugyanis az elektronok kotve vannak a
fém ionjaihoz vagy atomjaihoz, durvan szélva
a fémhez. Az elektron ,,leszakitisdhoz” tehat
valamekkora energia sziikséges, azaz munkat
kell végezni. Ez a munka kiilonb6z8 fémek
esetén mas és mds, s6t adot fajtaju fém esetén
is a feliilet jellegétsl fiiggben valtozik. A ki-
1épéshez sziikséges munka nagysiga néhany
elektronvolt, amely éppen a kémiai reakciokra
jellemz6 érték. (Megjegyezzik, hogy egy ké-
miai fesziiltségforras, pl. egy villanolampa tele-
pének fesziiltsége 1 V nagysagrendii.)

Hogyan hatarozhatjuk meg a fémb6l ma-
sodpercenként kilép6 elektronok szamat? Az
elektronok kilépését befolydsolé minden ha-
tast elég nehéz lenne szamitdsba venniink,
konnyebb lesz, ha a feladatot méasképpen old-
juk meg. Induljunk ki abbol az elképzelésbdl,
hogy az elektronokat nem tudjuk elszivni,
mert gazatomokként viselkednek és vissza
tudnak térni a fémbe. Igy 1étrejon egy adott
értékli egyensulyi elektronsliriiség, amelyet
természetesen azonos formula hatiroz meg
(42.1)-gyel, aholV, erds kozelitéssel a fémben
egy elektron 4altal elfoglalt térfogat és
W = gep. A @ mennyiség az Un. kilépési
munka, illi az a potencidlkiilonbség, amely
egy elektronnak a fémfeliiletbd] vald kilépésé-
hez sziikséges. Ez az Osszefliggés hatdrozza
meg, hany elekironnak kell a kornyezd tér-
ben tartézkodniz, és a fémbe iitkdznie ahhoz,

v s

e

TERMIKUS IONIZACIO 47

hogy potlédjék az az energia, amely az elekt-
ronok kilépéséhez volt sziikséges. Konnyil

... tehat kiszdmolni, hany elektron 1ép ki a fém-

bél, feltételezve, hogy A&llanddan -elszivjuk
Sket. A kilépd elektronok szdma ugyanis pon-
tosan egyenld azon elektronok szaméval,
amelyeknek be kellene 1épniiik a fémbe, ha
létezne a (42.1) Ssszefiiggéssel megadott siirti-
ségl ,.elektrongdz”. Mas szavakkal: az egy-
ségnyi felilletre beérkezd elektromos dram
egyenld a toltésnek és a felilletegységen 1 s
alatt athaladd elektronok szdmdnak a szor-
zatdval. Az utobbi mennyiség viszont a tér-

-fogategységben levs elektronok szdmdnak és

a sebességnek a szorzata:

~[4ev
I = genv = (
9e \ A

) e~ 2?lkT | (42.6)

Ha a hémérséklet 11600 X, akkor AT
egyenld 1 eV-tal. A radidlampa izzdszila kb.
1100 K o0s, ezért az exponencialis szorzéfak-
tor értéke kb. ¢710, A hémérséklet kis meg-
valtoztatisa tehdt az exponencidlis. faktor
értékének nagy megvaltozasat okozza. Ez is-
mét alapvet tulajdonsdga az e~ 2?/*T kifeje-
zést tartalmazd Osszefiiggésnek. Az exponen-
cidlis el6tti tényez6 lényegében nem jo, hiszen
az elektronok viselkedését valamely fémben
nem a klasszikus mechanika, hanem a kvan-
tummechanika irja le helyesen. A kvantum-
mechanika alapjan kiszimolt tényezd azon-
ban alig kiilonbézik valamit az altalunk hasz-
naittél. Valdjaban eddig még senki sem tudta
ezt a. tényez6t pontosan kiszdmolni, annak
ellenére, hogy sokan kvantummechanikai kép-
letekkel is probalkoztak. A nagy kérdés az:
valtozik-e W — akarcsak kevéssé is — a h§-
mérséklettel ? Ha igen, akkor a hémérséklettel
lassan valtozd -t nem lehet megkiilonbsz-
tetni egy masik, az exponencialis el6tti szorzé-
tényez6t6l. Ha W mondjuk linedrisan valto-
zik a homérséklettel, azaz W = Wy+akT,
akkor

e WIKT — o=(Wo+okT) — g=ag—WokT
Azt latjuk, hogy W-nek ezen linedris hé-

mérsékletfiiggése egy megvaltozott ,,ailandé-
val” egyenértékii.

42.3 Termikus ionizacié

Most attériink ugyanennek a gondolatnak:
egy tovabbi alkalmazisdra. Az ionizaciérdl
lesz sz6. Tegyiik fel, hogy valamely giz igen-
nagy mennyiségil atomot tartalmaz, amelyek
altaldban semlegesek, ha azonban a gézt fel--
hevitjiik, ionizdlédhatnak. Azt szeretnénk
tudni, hogy adott koriilmények, azaz adott
térfogategységenkénti atomslrfiség és meg:
hatarozott hémérséklet esetén hany ion kelet--
kezik. Képzeljiink el ismét egy dobozt, amely-—
ben N atom van. Adott idépontban legyen a.
semleges atomok szama térfogategységenként
5, az ionok széma #;, az elekironok szdma
pedig .. Kérdésiink a kdvetkez&: mi az Gssze--
fiiggés e harom szam kozott? '

. Mindenekel&tt két koriilménynek, ill. fel--
tételnek kell rdjuk nézve teljesiilni. Péld4ul,.
az n,+ni-nek a koriilmények, a hémérséklet
stb. vaitoztatisival mindig allandénak kell’
maradnia, mivel ez a mennyiség egyszeriien a.
dobozban levé atomok szdma, vagyis N. Ha a
térfogategységenkénti atommagok szdmat 4l--
landénak tartjuk és megvaltoztatjuk mondjuk
a hémérsékletet, akkor bar az ionizacié ered--
ményeként néhdny atom ionnd alakul, az
atomok és az ionok teljes szdma valtozatlan:
marad. A madsik feltétel onnan szidrmazik,.
hogy ha az egész gz elektromosan semleges.
(és ha elhanyagoljuk a dupla, ill. tripla ioniz4-
ciét), akkor az ionok szdma mindig egyenld az-
elektronok szamaval, vagyis n; = n.. Ezek a.
kiegészits feltételek egyszerlien a toltésmeg-
maraddst és az atomok megmaradasat feje--

Ezek az egyenletek igazak, és gyakorlati
feladatok megolddsakor mindig hasznaljuk
Gket. A fenti mennyiségek koz6tt azonban
valamilyen mdés Osszefiiggést szeretnénk ta--
lalni. Ennek modja a kovetkez6: Kovessiik
ismét azt a gondolatmenetet, hogy az elekt--
ronnax az atombvol vaid kiszakitdsdhoz bizo--
nyos mennyiségli energia sziikséges, amelyet
lonizdcids energidnak neveziink, és (azért,.
hogy az Osszes képlet hasonléan nézzen ki)
W-vel jelolink. A ,,g6zben” levd térfogat--
egységenkénti szabad elektronok szdma.
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egyenl6: a térfogategységenkénti, atomokban -

kotott elektronok szama szorozva a kotott és
-a szabad elektronok energiakiilonbsége és k7"
hanyadosdnak exponencidlisival. Ez ismét az
-alapegyenlet, de hogyan irjuk le? A térfogat-
egységenkénti szabad elektronok szidma 7.
No, és mit lehet mondani a térfogategységen-
kénti atomokhoz kotdtt elektronok szamarol?
Azoknak a helyeknek a szdma, ahol elektro-
nok lehetnek nyilvanvaléan n,+n;, és fel-
tételezziik, hogy amikor minden elektron
kotott, mindegyikiikhoz egy bizonyos ¥V, tér-
fogat tartozik. Tehat a kotott elektronok ren-

delkezésére allé térfogat (1,4 ny) Vs -és igy -

képletiink most a kovetkez$ alakba frhaté:

Mg

e~ WIKT
(Ha+1) V>

ne =

A képlet azonban nem jo, mégpedig a ko-
vetkezd 1ényeges tulajdonsdg miatt: ha egy
elektron az atomba beépiilt, egy ujabb elekt-
-ron mar nem keriilhet ugyanebbe a térfogatba!
Mas szavakkal az olyan elektronnak, amelyik
azt fontolgatja, vajon g6zallapotban marad-
Jjon-e vagy kondenzalddjon, nincs lehetSsége
teljesen szabad valasztdsra. Az elekiron ti.
nem mehet arra a helyre, ahol mar egy mésik
-elektron tartézkodik. A mar elfoglalt térfoga-
tok a teljes rendelkezésre allé térfogatba nem
szamitanak bele. Csak az ionokra vonatkozé
térfogatokat lehet olyan iires helyeknek te-
kinteni, ahova az elektronok bejuthatnak. Ezt
a koriilményt tekintetbe véve képletiink pon-
tosabb alakja:

LG @2.7)

Na Va

Ez a Saha-féle ionizdcidegyenlet. Nézziik
meg, vajon a folyamat kinetikajanak nyomon
kovetésével a képlet helyessége beiathato-e.
Ujra és tjra amikor egy elektron valamely ion
kozelébe keriil, az elektron és az ion atomma
egyesiil, rekombinaldédik. Ugyancsak id6ro!
id6re az iitkoz6 atomok elektronra és ionra
bomlanak szét. Nos, a két folyamat sebességé-
nek egyeni6nek keii iennie. Milyen gyorsan
taldljak meg az elektronok és az ionok egy-

mast? A taldlkozisok nyilvdnvaldéan gya-
koribba valnak, ha a térfogategységben levs
elektronok vagy ionok szdma megnd. Ebbsl
az kovetkezik, hogy a rekombinicid teljes
gyakorisaga aranyos az elektronok és az io-
nok szdménak szorzataval. Tovabba, az iit-
ko6zési ionizécid teljes gyakorisaganak lineari-
san kell fiiggnie az ionizacidra képes atomok
szamatol. Ilyen médon a két folyamat sebes-
sége akkor lesz egyensulyban, ha meghataro-
zott kapcsolat alakul ki az nen; szorzat és az
atomok 7, szama ko&zott. Az a tény, hogy ezt
a kapcsolatot épp a (42.7) képlet fejezi ki,

-t6bb informaciét ad, mint az el6z6 hasonld

formuléink. X 8nnyen megérthetjiik azonban,
hogy a képleteknek okvetleniil tartalmazniuk
kell az elektronok, ionok és atomok koncent-
racidjat neni/n, formaban. Ez olyan éllando,
amely az n-ektdl fiiggetlen, csak a hdmérsék-
lettd]l, az atomi hatdskeresztmetszetekt&l és
mas allandoktol fiigg.

Megjegyezhetjiik még, hogy mivel az egyen-
let a rérfogategységenkénti részecskeszamokat
tartalmazza, ha két kisérletet végeznénk adott
N = n+n, szdmu atommal és ionnal, de
kiilonbozd térfogatti dobozokat hasznalnank,
akkor az n-ek kisebbek lennének a nagyobb
dobozban. Mivel azonban az n.n;/n, arany
4llando marad, az elektronok és ionok egyiittes
szdmdnak nagyobbnak kell lennie a nagyobb
dobozban. Hogy err8l meggy6z6djiink, té-
telezziik fel, hogy N mag van egy V térfogatu
dobozban és ezek f-ed része ionizélt. Ekkor
n. =fN|V =n; és n, =(1—f)N|V, egyen-
letiink tehat a kovetkezd alakd lesz:

f‘ZN e—WIkT

= . 42.8
- A (42.8)

Mis szavakkal, ha egyre csokkentjiik az
atomok slirfiségét vagy noveljiikk a doboz tér-
fogatét, az elektronok és ionok f hadnyadénak
névekednie kell. Az a tény, hogy az ionizacid
egyszerfien ,,expanzié” kovetkezménye lehet
— amelynek soran a sfirtiség csdkken —,
magyarazatot ad a kovetkezdkre: Ha nagyon
kicsi a sliriség (mint pl. a hideg, csiilagkozi
térben), akkor is léteznek ionok, bar ez, a
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rendelkezésre all6 energiat tekintve, nehezen
érthetd. Miért léteznek ionok, ha nagy tér van

- korilottik, és miért igyekeznek eltfinni, ha

noveljilk a sfirfiséget? Nos, tekintsiink egy
atomot! 1d6rél idére foton, masik atom, ion
vagy bérmi, ami a termikus egyensulyt fenn-
tartja, az atomba iitkézik. Nagyon ritkan,
mivel ehhez 6ridsi energiatébblet kell, elekt-
ron valik ki az atombdl, és az atom ionna ala-
kul. Ha marmost a tér igen nagy, az elektron
sokat vandorol, évek is eltelnek taldn, és
semmivel sem taldlkozik. Egyszer azonban
taldl egy iont és akkor azzal egyesiilve, ato-
‘mot hoz létre.” A-sebesség, amellyel atomok-
b6l elekironok keletkeznek, nagyon kicsiny.
Ha azonban a térfogat nagy, akkor egy, az
atomot elhagyo elektron oly sokéra taldl egy
iont, mellyel rekombin4lédni tud, hogy ennek
valoszinfisége igen-igen kicsivé vélik; ezért
annak ellenére, hogy az ionizacidhoz nagy
energiatSbblet sziikséges, az elektronok szama
elég nagy lehet.

42.4 Kémiai reakciék kinetikdja

Ugyanezek a jelenségek, amelyeket az imént
ionizaciénak neveztiink, kémiai reakciékban
is megtalalhatok. Ha pl. két anyag A és B, egy
AB-vé alakul, akkor egy kicsit utanagondolva
belathatjuk, hogy elnevezéseik alapjan, 4B
lényegében az atom, B az elektron és A az ion.
Tiyen helyettesités utdn az egyensulyi egyenle-
tek alakjukra nézve tokéletesen azonosak:

AB . e WIRT

42.9
n4B

Ez a képlet természetesen nem pontos,
mivel a ¢ ,,4llandé” fiigg pl. attdl, hogy az
A és B egyesiilésére mekkora térfogat 4ll ren-
delkezésre és mas egyébtél is. A termodina-
mika segitségével azonban megadhatd a ki-
tevOben szerepls W jelentése, és ekkor ki-
deriil, # a reakciéhoz sziikséges energidval
szoros kapcsolatban van.

Probéljuk meg ezt a formulat a részecskék
titkézése alapjan megérteni, koriilbeliil agy,
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mint ahogyan a parolgasra vonatkozé képletet
értelmeztiik, az egységnyi id6 alatt 1étrejové
és eltfinG elektronok szdmanak meghatiro-
zésa segitségével. Tegyiik fel, hogy valahdny-
szor A €s B iitkdzik, kialakul egy AB rendszer.
Tételezziik fel tovabba, hogy az AB rendszer
bonyolult molekula, amely ide-oda mozog,
més molekuldkkal iitkdzik, és id&nként elég
energidt kap ahhoz, hogy felrobbanva ismét
A és B-vé hasadjon szét.

Az A és B atomok kis energidji {itkdzése
még akkor sem jelentené feltétleniil az
A+ B — AB reakcié kezdetét, ha titkdzéskor
energia szabadulna fel. Ahhoz, hogy a reak-
cié egyéitaldban meginduljon, az titkGzésnek
elég ,,keménynek” kell lennie. A kémiai reak-
cidk altaldnos kdvetelménye, hogy A-nak és
B-nek AB-vé egyesiiléséhez elegends energid-
val kell rendelkeznie. Bzt az energiat aktivg-
cids energidnak nevezik, azaz olyan energia-
nak, amely a reakci6 ,,aktivildsahoz” sziiksé-
ges. Jelolje A* azt az energiatobbletet, amely
feltétleniil sziikséges ahhoz, hogy az iitk6zés
ténylegesen reakcidhoz vezessen. Jelélje R azt
a sebességet, amellyel A4 és B -bdl AB keletke-
zik. Re-nek tartalmaznia kell az 4 és B ato-
mok szdménak, valamint annak a gyakorisag-
nak a szorzatdt, amellyel egy atom eltaldl egy
C4p Magysagu keresztmetszetet, s ezt meg kell
szorozniaze™4"/*T tényezGvel (amely annak a
valészin(isége, hogy az atomok elegendd ener-
gidval rendelkeznek). Ez képletben:

R, = nyngvo yge=4IKT (42.10)

Nézziik most a forditott (visszafelé ira-
nyuld) folyamat sebességét, az R,-t. Van bizo-
nyos valészinlisége annak, hogy 4B ismét szét-
véljon. Ehhez nemcsak a kiilén-kiiln 16tezés-
hez sziikséges W energiat kell megszereznitik,
hanem — éppugy, mint az egyesiiléskor —
bizonyos tobbletet is. Az egyesiilés és szét-
valds olyasféléhez hasonld, mint amikor egy
mély volgybe csak tigy juthatunk, ha el§bb fel-
kapaszkodunk egy dombra. Visszafelé a volgy-
b6l 1fjra fel kell kapaszkodni a dombra, &t-
menni rajta, és csak ezutdn jutunk vissza a
kiindulasi helyzetbe (42.1 4bra). 4B-nek A-ba
és B-be valo 4talakulasi sebessége aranyos a
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" pillanatnyilag jelenlev6 4B molekuldk n4p

széméanak és az e~ (W —49/kT mennyiségnek a
szorzatéval:

R-‘. = c’nABe_(W"'A')/kT. (42.].1)

o
T Ays P
L,

X
42.1 abra. Az A+B — AB reakciéra vonatkozd
energiaodsszefliggés

Eneryia

¢’ az atomok térfogatat és az {itkGzEsek gya-
korisagat tartalmazza. Utobbit ugyanigy sza-
mithatjuk ki, mint parolgas esetén, vagyis a
teriiletek, az iddk és a rétegvastagsagok segit-
ségével. Most azonban jobban érdekel ben-
niinket az, hogy ha ezek a sebességek egyen-
18k, aranyuk egységnyi. Ez pedig annyit
jelent, hogy nung/nsp = ce”WIkT, éppugy,
mint az elébb. A képletben ¢ keresztmetsze-
teket, sebességeket és mads, az n-ektdl fligget-
len faktorokat tartalmaz.

Erdekes, hogy a reakcidsebesség szintén az
e~ konst./kT fijggyény szerint valtozik, de ez az
4lland6 semmilyen kapcsolatban sem 4ll azzal,
amellyel a koncentracidkra vonatkozé pél-
dankban talalkoztunk; az A* aktivaciés ener-
gia a W energiatdl teljesen kiilonbozo.
A W energia szabdlyozza az A, B és AB egyen-
sulyi ardnydt. Ha azonban azt akarjuk tudni,
hogy A+ B milyen gyorsan megy at AB-be,
akkor a ¥ méar nem lesz kapcsolatban az
egyensullyal. Ilyenkor egy masfajta energia
jelenik meg, az aktivaciés energia, amely mint
exponens szabalyozza a reakci6 sebességét.

A* nem olyan alapvet6é allando, mint W.
Tegyiik fel, hogy pl. egy edény falan 4 és B
sokkal konnyebben egyesiil 4B-vé, mint ma-
sutt. M4s szavakkal: talaltunk a dombon
keresztiilhalad6 ,,alagutat”, vagy talan ala-
csonyabb dombot. Az energiamegmaradas
kovetkeztében barmilyen mddon is jon létre
A-bdl és B-b8l AB, a W energiakiilonbség tel-
jesen fiiggetlen attol az uttdl, amelyen a reak-
cio lejatszédik. Az A* aktivacids energia azon-

ban erdsen fiigg téle. Ez az oka annak, hogy
a kémiai reakciok sebessége nagyon érzé-

keny-a kiilsd koriilményekre. A reakcidba b

1ép6 anyagokkal érintkez$ feliileter kicserél-
ve, a sebességet megvaltoztathatjuk; ,,més
edénybe” tehetjiik a reagenseket, &s a reakcié
— ha fiigg a feliilet tulajdonségaitél — mas
sebességgel zajlik le. Bizonyos anyagokat a
reakcidba 1ép6 anyagok kozé helyezve, egy-
szertien A* értékének kis megvaltoztatdsaval
a reakcid sebességének Oridsi valtozasait idé-
zik el8. Ezeket az anyagokat katalizatoroknak
nevezziik. Megtdrténhet, hogy egy reakcid

egyéltaldban nem jatszodik el;~mivel -adott —- -

hémérsékleten A4* értéke tul nagy; ha azon-
ban hozzidadjuk ezt a specidlis anyagot, a ka-
talizatort, amely A*-ot lecsdkkenti, akkor a
reakcid igen gyorsan végbemegy.

Megjegyezziik, hogy A+ B — AB tipust
reakci6k magyardzata valéjdban nem ilyen
egyszerfi. Nem maradhat meg ugvanis egy-
szerre az energia €s az impulzus is, amikor
megprobalunk két anyagot ugy egyesiteni,
hogy belbliik egy sokkal stabilabb legven.
Ehhez legaldbb egy harmadik, C anyag is sziik-
séges, emiatt a tényleges reakcié sokkal bo-
nyoluitabb. Az egyik irdnyba végbemend reak-
cié sebességének tartalmaznia kell az r4npnc
szorzatot, s igy azt gondolhatndnk, hogy kép-
letiink pontatlanna valik. Ez azonban nincs
igy! Ha ugyanis megvizsgljuk 4B szétvalasi
reakci6janak a sebességét, azt taldljuk, hogy
ennek a molekuidnak szintén itkdznie kell
C-vel, tehat az nyngnc szorzatnak szerepelnie
kell a forditott irdnyu reakciosebesség kifeje-
zésében is. Igy az egyenstlyi koncentraciora
vonatkoz6 osszefiiggésbdl az nc kiesik. Az
elészor felirt (42.9) egyensulytorvény tehat
mindig helyes, barmilyen is legyen a reakci6
mechanizmusa.

42.5 Einstein-féle sugirzasi torvények

Most attériink egy, az imént ismertetetthez
hasonl6é, a feketetest sugdrzasi tOrvényével
kapcsolatos feladatra. A 41.3 szakaszban
az oszcillatorsugdrzds figyelembevéielével
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— Planck nyoman — levezettiik az iiregben
levd sugdrzas eloszlasi torvényét. Az oszcilla-

- tornak meghatdrozott atlagos energidja volt,

és rezgése kovetkeztében allanddéan sugirzast
taplalt az iiregbe, mig ott annyi sugarzds nem
halmozédott fel, amennyi a sugdrzas és az ei-
nyelés k6z6tti egyensuly fenntartashoz sziik-
séges. Azt talaltuk, hogy az o frekvenciaju
sugdrzas intenzitsa:

#w® dw

Hw) do = 22 (IRT 1)

(42.12)

"~ Az eredmény azt a feltevést tartalmazza,
hogy a sugdrzési keité oszciilitornak meg-
hatérozott, egymastdl egyenid tavolsdgra el-
helyezked$ energiaszintjei vannak. Nem be-
széltiink arrél, hogy a fénynek a fotonokbdl,
vagy mas ehhez hasonl6 természetii dolgokbdi
kell 4llnia. Nem targyaltuk meg azt sem, hogy
miképpen bocsitja ki az atom az energiat
fény alakjdban, amikor egyik energiaszintrél
a maésikra 4tugrik. Planck eredeti elképzelése
az volt, hogy az anyag kvantdlt, de a fény
nem: az anyagi oszcillatorok nem tudnak fel-
venni tetsz&leges mennyiségli energiat, hanem
csak energiaadagokat. Felmeriilt még az a
kifogds is, hogy a levezetés voltaképpen ,,fél-
klasszikus™. Az oszcilldtor sugarzasi sebessé-
¢t ugyanis a klasszikus fizika térvényei alap-
jén szdmoltuk ki, majd elfeledkeztiink errél,
s azt mondtuk: ,,Az oszcillitornak nagy-
szamu energiaszintje van.” Ennek szigorian
kvantummechanikai levezetéséhez azonban
még hosszd Gt vezetett. A munka 1927-ben a
kvantummechanika megalkotasaval fejez6dott
be. Kozben azonban FEinstein megkisérelte
Planck élldspontjdt — miszerint csak az
anyagi oszcillitorok kvantéltak — 4talakitani
és arra a gondolatra jutott, hogy valéjdban a
fény is kvantalt, és bizonyos értelemben 7w
energiaji részecskékbdl 4il6 gaznak lehet te-
kinteni. Bohr kimutatta azt is, hogy barmely
atomokb6l 4il6 rendszernek energiaszintjei
vannak, a szintek k#ztt levd tavolsig azon-
ban nem sziikségképpen Allandd, mint ahogy
azt Planck feltételezte. Sziikségessé valt tehat,
hogy a sugirzési térvényt a sokkal kovet-

4%

kezetesebb kvantummechanikai szempontok
alapjdn ismételten levezessék vagy legaldbhis
alaposabban megvizsgaljak.

Einstein Planck végképletét helyesnek téte-
lezte fel, és segitségével a sugirzdsnak a (ké-
miai) anyaggal t6rténé kolcsdnhatisardl né-
hany 4j, kordbban még nem ismert informa-
ciét kapott. Gondolatmenete a kvetkezd volt :
az atom sok energiaszintje kziil tekintsiink
kett6t, mondjuk az m-edik és az n-edik szintet
(42.2 dbra). Amikor az atomot megfeleld frek-
vencidju fény vilagitja meg, az atom a fotont
abszorbedlhatja, mikdzben # allapotbél m 4lla-
potba megy at. Az ilyen dtmenet 1 s alatti be-
kovetkezésének valdszinfisége ardnyos az aio-
mot megvildgitd fény intenzitdséval és termé-
szetesen fligg a valasztott két energiaszinttsl.

. nr
1 o ——=—— Spontin emisszié
Abszorpciéé ‘ = Indukalt emisszid
—n
42.2 4dbra. Az atom két energiaszintje kozstti at-
menetek

Jeloljiik az aranyossagi 4lland6t B,,-mel,
arra utalva, hogy nem univerzalis természeii
allando6, hanem fiigg a kivalasztott szintpa-
roktol: egyes szintek konnyen, masok viszont
nehezen gerjesztheték. Most megkeressiik az
m-b6l n-be val6 dtmenet sebességét leird kép-
letet. Einstein feltételezése szerint ennek két
részbdl kell allnia. Még ha nem volna kiilsé
megvilagitds, akkor is lenne bizonyos valo-
szinlisége annak, hogy egy gerjesztett allapot-
ban levé atom alacsonyabb &llapotba megy
at, mikdzben fotont emittdl. Ez az tn. spontdn
emisszid. A feltételezés hasonlé ahhoz az el-
képzeléshez, hogy valamely meghatirozott
energidji oszcillitor még a klasszikus fizika
szerint sem tartja meg ezt az energiat, hanem
sugarzas tUtjan elveszti. Egy klasszikus rend-
szer spontdn sugdrzisihoz hasonléan, meg-
hatarozott A, valészinisége van annak,
hogy az atom az m-bél 1 dllapotba menjen at,
€s ez a valdszinliség — amely ismét csak fiige
a valasztott energiaszintektél — fiiggetien
attol, megyvildgitja-e az atomot fény vagy sem.



De Einstein még tovabb ment, és a klasszikus *
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elmélettel vald Osszehasonlitds és mas érvek
alapjan arra kovetkeztetett, hogy a sugarzés
fiigg a kornyezd fénytSl. Amikor ui. valamely
atomot megfeleld frekvencidju fény vilagit
meg, a fotonkibocsatas sebessége a fényinten-
Zzitassal aranyosan megnd, ahol az ardnyossagi
allandé B.,. Ha sikeriilne megmutatni, hogy
ennek az egylitthatonak az értéke zérus, akkor
ez azt bizonyitand, hogy Einstein téved. Ter-
mészetesen be kell majd latnunk, hogy nem
tévedett.

Einstein tehat feltételezte, hogy haromféle

folyamat létezik: )

a) fényintenzitassal ardnyos abszorpcio,

b) fényintenzitissal ardnyos emisszio, ame-
lyet indukdlt vagy idénként stimuldlt emisszio-
nak neveznek,

¢) fényintenzitastol
emisszio.

Tegyiik fei, hogy 7 hémérsékleten, adott
N, szamu # 4llapotban lev6 és N, szamu m al-
lapotban levs atom egyensulyban van. Ekkor
az n-b6l m-be atmend atomok teljes szdma
egyenld az n allapotban levék szdménak és
egy atom n allapotbdl m-be valdé atmenete
sebességének a szorzataval. Ily moédon a ma-
sodpercenként n-b8l m-be 4tmend atomok
szama:

fiiggetlen, spontan

‘Ryoom = NanmI(CO)- (42.13)

Az m-bdl n-be 4tmend atomok szdma pon-
tosan ugyanilyen moédon fejezhetd ki: az m
allapotban levd atomok szamdt, Npn-et szo-
rozni kell egy atom # allapotba valé mésod-
percenkénti 4tmenetének valdszinfiségével:

Rnsn = Nl Anm+ anl(w)]- (42~14)

Most feltételezziik, hogy termikus egyen-
suly esetén a magasabb szintre jutd atomok
szamanak egyenlének kell lennie az alacso-
nyabb szintre keriil6kével. Ez végsd soron az
egyik modja annak, hogy az atomok szdma
minden szinten biztosan alland6 maradjon*.
Egyensuly esetén tehat a két atmenet sebessé-
gét egyenldének tekintjitk. Rendelkezésiinkre
4ll azonban tovabbi informacié is: tudjuk,
hogy Ny, hanyszor nagyobb mint V,, hanyado-

suk ugyanis e~ (#Wn—Wn)kT Einstein feltételezé-
se szerint azonban z - m dtmenetet csak olyan

fény képes eléidézni, amelynek a frekvencidja -

megfelel az energiakiilonbségnek, ﬁgyhogy
Osszes kifejezéseikben W,,— W, = fiw. Igy

N = NyeholkT (42.15)

Tehat, ha a két sebességet egyenlGvé tesz-

szilk:  NpBuml(0) = Nuldmnt Bmal(w)] €s
Nn-mel elosztjuk, azt kapjuk, hogy

Bnml(w)ehmlkr = Amn+ Bmnl(w).

Az egyenletbdl I(w)-t kiszamithatjuk:

A ‘
Bnmeﬁw/kT_an

(42.16)

) H{w) = (42.17)
Planck azonban mar megmutatta, hogy a
képletnek (42.12) alakunak kell lennie. Ennek
alapjan tehat azt a kovetkeztetést lehet le-
vonni, hogy B,m-nek egyenl6nek kell lennie
Bmn-nel, kiilonben nem kapnidnk meg az
(e®@!*T —1) mennyiséget. Einstein — mint lat-
juk — felfedezett néhany olyan Gsszefiiggést,
amelyet kozvetleniil nem tudott levezetni, pl.
hogy az indukdlt emisszid valdsziniiségének és
az abszorpcid valdsziniiségének egyenldnek kell
lennie. Ez nagyon érdekes. Tovabba, a (42.17)
&s (42.12) dsszefuggések megegyezéséhez sziik-

séges, hogy:
Apn #w®

mn

Ez azt jelenti, hogy ha ismert pl. egy adott
energiaszintre vonatkozdan az abszorpcid
sebessége, akkor ki lehet szamitani a spontdn
emisszié és az indukalt emisszi6 sebességét,
ill. e mennyiségek barmely kombinacidjat is.
Ilyen altaldnos feltételezések alapjan sem
Einstein, sem mdasok nem jutottak tovabb.
Hogy ténylegesen ki lehessen szdmolni a spon-
tan emisszié abszolut sebességét vagy altala-

* B4r nem ez az egyetlen mod, amellyel az ato-
mok szama a kiillonbodz6 energiaszinteken allando-
nak tarthatd, a természetben ténylegesen ez fordul
el6 leggyakrabban. Termikus egyensily esetében
minden folyamatot ki kell egyenstilyoznia pontos
ellentettiének; ez az un. részletes egyensily elve.

EINSTEIN-FELE SUGARZASI TORVENYEK 33

ban barmely specifikus atomi atmenetre vo-

- natkozé sebességet, ismerni kell az atom egész

miikodési mechanizmuséat. Ezt az tn. kvan-
tumelektrodinamika irja le, amelyet csak
11 évvel Einstein ezen 1916-ban irt munkaja
utan fedeztek fel.

Az indukalt emisszidnak napjainkban érde-
kes alkalmazdsa van. A fény lefelé iranyuld
atmenetet igyekszik létrehozni. Az atmenet
ekkor — természetesen, ha léteznek olyan
atomok, amelyek a fels6 energiaszinten van-
nak — a rendelkezésre 4ll6 fényenergidhoz ké-
pest a maga 7iw-jat hozzdadja. Nemtermikus

 modszerrel elérhetjiik, hogy valamely gdzban

az m allapotban levd atomok szama sokkal
nagyobb legyen, mint az » dllapotban lev6ké.
A gaz ekkor nagyon messze lesz az egyenstily-
tol, igy red — a csak egyensulyra érvényes —
e #lkT kifejezést nem alkalmazhatjuk. S6t azt
is elérhetjiik, hogy a magasabb energiaslla-
potban lev6é atomok szama igen nagy, ugyan-
akkor az alacsony energiadllapotban levék
szama gyakorlatilag zérus legyen. Ekkor a
Wm— W, energiakiilonbségnek megfelel frek-
venciaju fény nagyon gyengén abszorbealodik,
mivel az &t abszorbealni képes n 4llapotban
lev6 atomok szdma nagyon kevés. Masrészt,
amikor ilyen atomokbdl 4ll6 gazt megvilagi-
tunk, a fény errdl a felsé szintrél emisszidt
indukal (42.3 abra)! Tehat, ha mar a maga-
sabb allapotban sok atom tartézkodik, akkor
bizonyos fajtaju lancreakcié kezdédik abban
2 pillanatban, amikor az atomck sugirozni
kezdenek; s6t az atomok kényszeritve vannak
arra, hogy sugarozzanak és az Osszes atom
egyszerre esik le az alacsonyabb allapotba. Igy
miikddik a /ézer vagy infravords sugarak ese-
tén a mézer.

Csak kiilonbozd triikkds eliarasokkal lehet

h

/

Kk / m
X i Yo6rsés iézerfény
n

42.3 abra. Kék fénnyel valo gerjesztés révén az
atom a magasabb # allapotba keriil, ahonnan fo-
tont bocsatva ki, m 4llapotba megy at. Amikor az
m éllapotban levs atomok széma elég nagy, a 1ézer-
miik6dés megindul

elérni azt, hogy az atomok m éllapotba keriil-
jenek. Egyes magasabb energiaszintekre ugy
lehet felvinni az atomokat, hogy pl. er8s, nagy-
frekvencidju fénynyalabbal vilagitiuk meg
Oket. Ezekrdl a- magasabb szintekrél az ato-
mok fotonokat kibocsitva fokozatosan lees-
hetnek, amig mind el nem éri az m allapotot.
Ha arra torekszenek, hogy fotonkibocsitds
nélkiil m allapotban maradjanak, akkor az
allapotot metastabilnak nevezziik. Innen indu-
kalt emisszié révén aztan egyszerre mennek
at az alacsonyabb szintre. Helyezziik a rend-
szert egy dobozba, ekkor az indukalt effektust
megnoveli és hatékonysdgat fokozza az, ha a
doboz minden oldalat egy-egy, csaknem toké-
letesen visszaverd tiikorbdl készitjiik. Ekkor
ugyanis t0bbszords fényvisszaver6dés miatt
nagyobb az emisszi6 valészintisége. Bar a tiik-
rok csaknem szaz szdzalékosan tiikroznek,
azért mégis van egy kis valoszin{isége annak,
hogy a fény egy része kimenjen a.dobozbdl.
Végiil is természetesen az energiamegmaradas
kovetkeztében az sszes fény egy meghatiro-
zott irdnyban vékony, erés sugirzas formaja-
ban 1ép ki a dobozbdl. Igy hozhatnak létre
erGs fénysugarakat a 1ézerekben.



43.1 A molekuldk kozotti titkozések

A molekuldk mozgasat eddig csak termikus
egyensilyban levd gazban vizsgaltuk. Foglal-
kozzunk most olyan gézzal, amely nincs ugyan
egyensulyban, de kozel van hozzi. Az egyen-
stlyi allapottol tdvol minden jelenség rend-
kiviil bonyoiult, az egyensuly kozvetlen ko-
zelében viszont konnyebben leirhatjuk a gaz
viselkedését. Ehhez azonban vissza kell tér-
niink a kinetikus elmélethez. A statisztikus
mechanika és a termodinamika csak az egyen-
sulyi allapottal foglalkozik, ha azonban a vizs-
galt 4llapot eltér ettdl, akkor ugyszolvan
atomonként kell nyomon kovetniink a folya-
matot. .

A nemegyensulyi allapotra egyszeri példa
az ionok diffizidjia gézokban. Foglalkozzunk
most ezzel a jelenséggel. Tegyiik fel, hogy a
vizsgalt gazban az ionok — elektromosan t6l-
t5tt molekuldk — koncentracidja kicsi. Ha a
gazra elektromos terst kapcsolunk, akkor az
ionokra mas erd hat, mint a gaz semieges
molekulaira. Ha a tobbi molekula nem lenne
ott, akkor az ionok allandé gyorsuldssal mo-
zognanak mindaddig, amig el nem érik a tar-
taly falanal levé elektrédot, most azonban a
t6bbi molekula miatt ezt nem tehetik. Sebes-
ségiik csak addig nd, amig masik molekuldval
nem iitkdznek; ekkor elvesztik impulzusukat,
majd Gjra gyorsulni kezdenek é&s iitkozéskor
ujra elvesztik. Az ionok bonyolult cikcakk
palyan, de végs6 soron mégis az elektromos
térerfsség irdnyaba mozdulnak el. Meglatjuk,
hogy az ionoknak van egy atlagos vandorlo
{,,drift”) mozgasa, amelynek Aatlagsebessége

az elektromos térersséggel aranyos — minél

nagyobb a térerGsség, annal gyorsabban halad

az ion. Amig a gz elektromos térben van, és

az ion mozog, addig az ion nyilvanvaldan
nines termikus egyensulyban. A rendszer az
egyensilyi 4llapot felé torekszik, amelyben
valamennyi ion az edény végén levd elektrd-
don helyezkedik el. A kinetikus elmélet alap-
jan a driftsebesség kiszamithato.

Jelenlegi matematikai ismereteink nem
teszik lehet6vé, hogy pontosan kiszamitsuk,
mi torténik; olyan kdzelitd eredményekhez
azonban, amelyek a jelenség minden lényeges
vonasat helyesen mutatjak, mar most is el-
juthatunk. Kiszdmithatjuk az egyes folyama-
tok nyomadstol, hémérséklettdl és mas meny-
nyiségektdl vald fiiggését, de nem tudjuk meg-
adni azegyes tagok elStt 4116 numerikus egylitt-

haték pontos értékét. Levezetéseinkben nem =~

is bajlodunk az egyiitthatok pontos meghata-
rozaséaval.

Miel6tt megvizsgalnank, hogy mi torténik
az egyenstlyi helyzettél eltérb esetekben, kissé
kozelebbrsl meg kell nézniink, hogy mi is
megy végbe az egyenstlyban levd gazban. igy
pl. meg kell hatdroznunk, hogy mekkora az
atlagos idStartam egy molekula két egymas-
uténi litkozése kozott.

A gazmolekuldk mozgasuk sordn gyakran .

iitkznek egymassal, és az iitkdzések nyilvan-
valéan véletlenszerfien kovetkeznek be. Egy
kiszemelt molekula a hosszunak feltételezett
T id6 alatt mondjuk & esetben titkozik. Ha az
id6tartamot kétszer akkorara valasztiuk,
akkor az iitkdzések szdma is kétszer akkora.
Az iitkdzések szama tehdt ardnyos a 7 id6vel.

-

i
E
i

 frjuk fel ezt az dsszefiiggést

N = —
T

43.1)
alakban. Az ardnyossagi tényez6t itt 1/z-val
jeloltiik, ahol a 7 alland6 az egymds uténi iit-
kozések kozotti atlagos id6. Ha pl. 1 h alatt
60 titk&zés jatszodik le, akkor 7 = 1 min. fgy
valéban azi mondhatjuk, hogy = az iitkdzések
kozott eitelt drlagos ids.

Gyakran sziikségiink lehet arra, hogy vala-
szolni tudjunk a kovetkezbkre: ,,Mekkora

annak a valdsziniisége, hogy egy molekula a

kovetkezd kis dr iddintervallumban iitkdzni
fog?” Sejthetjiik, hogy a vélasz: d¢/z. Probal-
juk ezt meggy6z6bb érvekkel is alditdmasztani.
Tegyiik fel, hogy igen nagy szdmu, mondjuk
N moiekulank van. Hany iitkozik ezek koziil
a kovetkezd dr id6 alatt? Egyensulyi allapot
esetén az drlag idében nem valtozik. Igy
N moelekula dr id6 alatt ugyanannyiszor titkd-
zik, mint egyetlen molekula N df id6 alatt. Egy
molekula {itkdzéseinek szama viszont — mint
tudjuk — N dt/v. Igy az N molekula dz id6
alatt szintén NV dt/7 titkdzést szenved el, egyet-
len molekulara pedig az iitkdzés valdszinfisége
ennek V-ed része, vagyis (1/N)(N dt/z) = dt/z,
mint sejtettiik. Ez azt jelenti, hogy dr idé alatt
a molekuldk d7/r hanyada iitkdzik. Ha pl.
T = 1min, akkor 1 s alatt a részecskék 1/60-ad
része iitkdzik. Ez természetesen azt jelenti,
hogy a molekuldknak éppen az az 1/60-ad
része {itkozik a kovetkez6 mdasodpercben,
amely elég kozel van az iitkdzésre varé mole-
kuléhoz. '
Amikor azt mondjuk, hogy az iitkézések
kozotti atlagos id6tartam v =1 min, ezen
nem azt értjiik, hogy az titkdzések mindig pdn-

_tosan egy perc multaval jonnek létre. Ha

ugyanis figyelemmel kisérnénk egy részecske
mozgasat, akkor nem azt latnank, hogy az iit-
kozés utén var egy percig, majd ismét iitkozik.
Az egymas uténi iitkdzések kozotti idStartam
erbsen valtozd. Bar a tovdbbiakban nem
sziikséges, most mégis tesziink egy kis kitérst,
hogy valaszt adhassunk egy kérdésre: ,,Mek-
kordk valdidban az iitkozések kozotti ids-
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tartamok?” Tudjuk, hogy a most emlitett
esetben az dtlagos id6 egy perc, de szeretnénk
pl. ismerni annak valdszinfiségét is, hogy két
percig nem kovetkezik be iitkdzés.

Vélaszt keresiink tehat egy altaldnos kér-
désre: ,,Mi annak a valészinfisége, hogy egy
molekula ¢ ideig nem iitk&zik ?”” Egy 6nkénye-
sen megvalasztott id6pillanatban — jelljiik
ezt ¢t = 0-val — elkezdiink figyelni egy mole-
kuldt. A valészinfiség kiszdmitisdhoz meg
kell vizsgdlnunk, hogy mi térténik a tartaly-
ban levé 6sszes N, molekuldval. A ¢id8 eltelté-
vel ezek kozill egyesek iitkdztek, masok nem.
Jelolie N(%) ‘azoknak a molekuldknak a sza-
mat, amelyek a r id8 alatt nem szenvedtek
titk6zést. Természetesen N(z) kisebb, mint Nj.
N(f) értékét meg tudjuk hatdrozni, hiszen
ismerjiik idSbeli valtozasat. Ha ugyanis tud-
juk, hogy N(#) molekula eljutott a ¢ iddig,
akkor N(r+di), a t+ dr-ig iitkodzés nélkiil el-
juté molekuldk szdma éppen a dr id6 alatt
itkdzott molekuldk szdmaval kevesebb, mint
N(®. A dr id6 alatt iitkdz6 molekuldk szdméat
az el6z6kben megadott 7 atlagos id5 felhasz-
néléséval dN = N()dt/z alakban fejezhetjiik
ki. Igy a kovetkezd egyenletre jutunk:

N(++do) =N@BO—N(©®) % . (432

A bal oldalon levd N(r+df?) mennyiség a
differencialszdmitds szabalyai szerint N(?)+
+(dN/d#)ds alakba irhatd. (43.2)-bsl ezzel a
helyettesitéssel

dNG N
a7 7

(43.3)

A dr idGintervallumban iitk6z6 molekuldk
szadma tehat ardnyos az iitkdzésben még részt
nem vett molekuldk szdméval és forditva ara-
nyos 7-val, az i{itk6zések kozoiti atiagos id6-
tartammal. A (43.3) egyenlet k&nnyebben
integralhato, ha elészor atirjuk a

dN (D) _dr
NO 7
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alakba. Mivel mindkét oldal teljes differencial,

- -az integral
t
In N(?) =—?+konst,, (43.5)
vagy ami ugyanazt jelenti:
N(t) = konst. e~z (43.6)

Tudjuk, hogy az allandénak éppen Ny-nak
— a gaz Osszmolekula-szdmédnak — kell
lennie, hiszen a ¢t = 0 id&pillanatban vala-
mennyi molekula a ,,kdvetkez8” iitkdzés el6tt

all. Eredményiink tehat
N() = Nye™tl=,

Annak P(?) valdsziniiségét, hogy t ideig nincs
iitkozés, N(?) és N, hanyadosként kapjuk:

P(t) =etl=, (43.8)

Eredményiink szerint tehat annak valdszin(-
sége, hogy egy kiszemelt molekula ¢ ideig nem
iitkozik, 7?7, ahol 7 az iitkdzések kozotti
4tlagos id6tartam. Ez a valoszin{iség 1 = 0-nal
1-b8l (vagyis a biztos eseménybdl) indul ki és
t novekedésével monoton csokken. Annak
valészinfisége, hogy a molekula 7 ideig nem
iitkozik, e~ =0,37..., tehat annak valo-
szinlisége, hogy az iitkozések kozott az atla-
gosnal hosszabb id6 telik el, 1/2-nél kisebb.
Ez nem jelent ellentmondast, hiszen elég sok
molekula csak az atlagosnal sokkal hosszabb
id6 mulva iitkozik, tgyhogy az atlagos id6
ett8l még lehet 7.

A 7 4llandoét eredetileg az titkozések kozott
eltelt 4tlagos id6ként definidltuk. (43.7) szerint
azonban egy fetszdleges idéponttol a leg-
kozelebbi iitkozésig eltelt atlagos id6 szintén t.
Probaljuk ezt a kissé meglepd tényt bizonyi-
tani. Azon molekuldk szima, amelyeknek egy
tetsz8legesen vélasztott ¢+ = 0 id6pont utdni
elsé iitkdzése a ¢ és r+dr id6pontok kozott
van, N(#)d¢/t. A soron levs iitkozésiikig ter-
mészetesen éppen ¢ id3 telik el. A , kovetkezd
iitkozésig eltelt atlagos id6” igy a szokdsos
moédon szamolva:

1 f ; N{ d:
N, J T
0

@

Ha ide beirjuk N(z) (43.7)-ben kapott alak- o

jat és kiszdmitjuk az integralt, valéban azt

kapjuk, hogy egy tetszéleges pillanattél az

titkozésig eltelt atlagos id6 éppen 7.

43.2 Az atlagos szabad tthossz

A molekulatitkozések leirasanak egy masik
modszeréhez jutunk, ha az iitk6zések kozotti
id6tartam helyett azt vizsgaljuk, hogy kozben
milyen messze jut a részecske. Ha az {itkzések

_kozotti atlagos id6tartamot 7, a molekuldk
atlagsebességét pedig v jeloli, akkor az iitko-

zések koOzotti atlagos tavolsag, amelyet /-lel
jeloliink, éppen 7 és v szorzata. Ezt az iitkozé-
sek kozotti / tavolsagot altalaban dtlagos sza-
bad uthossznak nevezik :
! =1v. (43.9)
Ebben a fejezetben nem sokat torddiink
azzal, hogy az egyes specialis esetekben pon-
tosan milyen dtlagrél van szd. A kiilonb6z6
lehetséges atlagok — a szamtani kozépérték,
a négyzetes k6zépérték négyzetgyoke stb. —
kozelitbleg megegyeznek; csupan egyhez ko-
zel 4116 szorzotényezdkben kiilonboznek.
Mivel a numerikus tényez6k pontos értéke
ugyis csak sokkal részletesebb vizsgalattal ha-
tarozhatd meg, nem Kkell térédniink azzal,
hogy az egyes esetekben milyen atlag szerepel.
Arra is felhivjuk az Olvasé figyelmét; hogy
néhany fizikai mennyiséget nem az altaldno-
san elfogadott szabvanyoknak megfeleléen
jeloltiink.
Mint ahogy dz/r annak valdszinfisége, hogy

" egy molekula d idé alatt iitkézik, a dx tavol-

sdgon vald iitkozés valdszinlisége dx/l. Az

Olvas6 a fentihez teljesen hasonl6 okoskodds- -

sal belathatja, hogy annak valoszinisége,
hogy egy molekula elsé titkozése el6tt legalabb
x utat tesz meg, e~#/%.

Az az atlagos / tivolsdg, amelyet egy mole-
kula az iitkozésig befut, fligg a kornyezd
molekuldk szamatol és ,,nagysagitol”, vagyis
attol, hogy azok mekkora céltablanak felel-
nek meg. Bzt az {itk6zési hatéskeresztmetszet-
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.t'el jellemezhetjiik, amelynek jelentése ugyanaz,
mint a magfizikiban vagy a fényszérdsnal.

© " Kovessiink egy mozgd molekulat. Tegyen

meg molekuldnk dx utat egy olyan gizban,
amelyben -térfogategységenként n, szor6-
centrum (molekula) van (43.1 abra). Kivalasz-
tott részecskénk mozgisi iranydra merdblege-
sen ekkor minden egységnyi alapteriiletii, dx
vastagsagu rétegben n, dx molekulat taldlunk.

Ha mindegyiknek o, iitk6zési hataskereszt-

metszet felel meg, akkor a szérécentrumok
altal lefedett teljes feliilet o onydx.

Utkozési kereszmetszet: g,

Egységnyi teriilet \

lefedett

A teljes
teriilet: ¢ nodx

43.1 dbra. Az litkdzési hataskeresztmetszet

A molekuldk szédma: nodx

Utkozési hatdskereszimetszet az a teriilet,
amelyen beliil kell molekuldnk kézéppontja-
nak lenni ahhoz, hogy egy adott molekuldval
iitkozhessen. Ha a molekuldk kis gémbdk
lennének (klasszikus kép), azt varnank, hogy
0. =7(r+75)%, ahol r; és ry, a két iitkdzd
gémb sugardt jeloli. Annak valdszintisége,
hogy részecskénk iitkozik, a molekuldk altal
lefedett teriilet és az egységnyinek tekintett
teljes teriilet hanyadosa. Eszerint

a dx athosszon vald iitkdzés

valészinfisége = o'on, dux. (43.10)

Lattuk, hogy a dx uthosszon valé iitkdzés
valészintiségét az / atlagos szabad tthossz

_segitségével dx/! alakban is kifejezhetjiik. Ezt

a (43.10) képlettel egybevetve

& =01y,

] (43.11)

vagy a kSnnyebb megjegyezhet8séeg kedvéért
mas alakba irva:

oyl =1, (43.12)
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E keéplet szerint akkor jon létre atlagosan
egy litk6zés, ha a részecske olyan / vastagsigt.
rétegen halad 4t, amelyben a molekuldk éppen
le tudndk fedni a teljes teriiletet. Egy / hosz-
szisagu, egységnyi alapteriileti hengerben a.
szoérocentrumok szadma ny/; ha mindegyikiik
o, teriiletet fed le, a teljes lefedett teriilet n /o,
vagyis éppen egységnyi. A teljes teriilet ter--
mészetesen nincs Osszefiiggben lefedve, mivel
egyes molekuldk mds molekuldk mogott
helyezkednek el. Emiatt bizonyos molekuldk.
[-nél nagyobb tdvolsigot is megtehetnek iit--
kozés nélkiil, csak drlagosanigaz, hogy a mole-
kuldk / uthossz befutdsa utan iitkdznek. Ha
megmérjiik az  tlagos szabad tGthosszt, meg-
hatarozhatjuk a o, szorasi hatdskeresztmet-
szetet, az igy kapott értéket Osszehasonlithat--
juk az atomszerkezet részletes elméletén ala-
puld szamitdsok eredményével is — ez azon-
ban mar egészen mas témakor! Ne kalandoz-
zunk nagyon el, térjiink vissza a nemegyen-
sulyi allapotok vizsgalatdhoz.

43.3 A driftsebesség

Most olyan molekuldk mozgasat szeretnénk:
leirni, amelyek valamilyen szempontbdl kii-
16nbdznek a giz tilnyomd tobbségét alkotd
molekuldktél. A tovabbiakban a tObbséget
alkoté molekulakat ,,hattérmolekuldknak”,
az ezekt6l kiilonbozdket pedig ,,specidlis”,.
vagy roviden S molekuldknak nevezziik.

Egy molekula igen sokféle ok miatt lehet
specialis. Lehet nehezebb, mint a hattérmole-
kuldk, eltérhet t6litkk kémiai felépitésében,.
vagy elektromos toltésii lehet. Eltérd jellem--
z8ik kovetkeztében az S molekulakra mas.
erd8k hatnak, mint a hattérmolekuldkra. Az S
molekuldk viselkedését tanulméinyozva meg--
érthetjiik azokat az alapvetd hatdsokat, ame-
lyek az egyes jelenségekben hasonléak. Né-
hany ilyen jelenség: a gazok diffuzidja, tilepe-
dés, centrifugélis szeparacio stb.

Kezdjiik az alapvetd folyamattal: tegyiik
fel, hogy a hattérgizban levé S molekuldra
F specifikus er6 hat (amely lehet pl. nehézségi
vagy elektromos erd), de emellert hatnak ra a
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" hattérmolekuldkkal val6 iitkdzések kovetkez- -

tében kevésbé specifikus erék is. Feladatunk-
nak azt tekintjiik, hogy a molekula dlzaldnos
viselkedé€sét irjuk le. Ha rteljes részletességgel

-akarnank mozgasat figyelemmel kisérni, csak

annyii latnank, hogy a molekula, mik&zben
Ujabb €s Ujabb molekuldkkal {itkozik, rend-
szerteleniil ide-oda széguldozik. Gondos meg-
figyelés utdn azonban megallapithatjuk, hogy

.a molekula elsGsorban mégiscsak az F erd

irdnyaban mozdul el. Azt mondhatjuk, hogy a
véletlenszeri mozgasra egy vandorld mozgis
(driftmozgds) szuperpondldodik. Szeretnénk

‘tudni, hogy a driftsebesség hogyan filigg az F

-er6tdl. :
Kezdjik el egy S molekula megfigyelését

egy tetsz8leges idOpillanatban, amely vald- .

szinfileg két litkozés kozé esik. A kordbbi iit-
‘kozések hatésara kialakult sebességhez képest
-ez alatt az id6 alatt megnd a sebesség u iré-
ayd komponense. Rovid (atlagosan 7) idd
milva a molekula ismét 1itkozik, s palydjanak
i szakaszira jut. Az iitkdzéskor 1j kezdd-
-sebességet kap, de az F erb okozta gyorsuldsa
véitozatlan marad.

Az egyszerliség kedvéért el8szor tételezziik
fel, hogy S molekulank minden iitk6zés utédn
teljesen ,,uj életet kezd”, azaz nem &rzi meg
,,emlékezetében”, hogy mennyire gyorsuit fel
-elozdleg az F erd hatdsira. Ez a feltevés csak
.akkor helytallé, ha S molekuldnk sokkal
konnyebb a hattérmolekuldkndl, ami 4ltal-
nosan természetesen nem igaz. Késébb fog-
lalkozunk majd ¢ feltevés ,,javitott valtozata-
val” is.

Pillanatnyilag tehat feltessziik, hogy az S
molekula sebessége minden iitkdzés utin azo-
nos valodszinfiséggel lehet barmilyen irdnya.
Mivel a kezdGsebesség az eredd mozgishoz
nem jarul hozza, a tovidbbiakban nem is tord-
-dlink vele. A véletlenszeri mozgas sebességé-
hez mindig hozzdadddik egy F irdnyu sebes-
ség, amelyet a molekula az utolso {itkdzés dta
vett fei. Mekkora dtlagosan a sebességnek ez a
1észe? Ez éppen az ¥F/m gyorsulas (ahol m az
S molekula tdmege) és az utolsd iitkdzés oOta
eltelt dtlagos id6 szorzata. Az wutolsd iitkdzés
Jta eltelt atlagos id6 viszont ugyanakkora,

mint a kdvetkezd litkozésig terjeds id6 atlagos
értéke, amelyet kordbban 7-vel jelGltiink.

Az F er6tdl szarmazd dtlagos sebesség ter- -

meészetesen éppen a driftsebesség, ezért

¥r
Vdrift = e

(43.13)
Ez a vizsgalt problémakdr alapvetd Osszefiig-
gése. Bar 7 pontos jelentésének meghatarozisa
okozhat egy kis nehézséget, az alapvetd folya-
matot azonban képletiink leirja.

Mint 14thato, a driftsebesség ardnyos az ers-

vel. Az ardnyossagi tényezének egyeldre saj- .

nos nincs altaldnosan elfogadott neve, kiilon-
b6z6 tipusu erdk esetén mas-mds nevet adnak
neki. Elektromos feladatokban, ahol az er6t
a toltés és a térersség szorzataként irjuk fel
(F = gE), a sebesség és az E elektromos tér-
erdsség kozotti aranyossagi tényez6t dltaldban
,»,mozgékonysagnak” nevezik. A driftsebesség
és az er$ hanyadosit a tovabbiakban bdrmely
erd esetén mozgékonysignak fogjuk nevezni.
gy teljes altaldnossigban frhatjuk:

Varire = uF, (43.14)

ahol a u tényezd a mozgékonysig. A (43.13)
egyenletbdl

(43.15)

p=—

m

A mozgékonysag tehat aranyos az iitkdzések
kozotti atlagos id6tartammal (nagyobb 7 ese-
tén kevesebb litkozés lassitja le a molekulat)
és forditva aranyos a témeggel (ha nagyobb a
tehetetlenség, a molekula kisebb sebességre
gyorsul fel két {itkdzés kozott).

Ahhoz, hogy éppen a (43.13)-ban helyesen
szerepld numerikus egylitthatot kapjuk, bizo-

nyos Ovatossagra van sziikség. Bir nem akar-

juk az Olvasét megzavarni, szeretnénk -ra-
mutatni arra, hogy meggondoldsainkban van-
nak bizonyos finomsagok, amelyek csak gon-
dos és részletekbe mend vizsgalat utdn érzé-
kelhetSk igazdn. Annak illusztralasdra, hogy
a latszat ellenére valoban vannak problémiék,
megismételjiik a (43.13)-ra vezetd érvelésiin-
ket egy teljesen meggy5z8, de Aibds iton.

A kovetkez6t mondhatjuk: az iitkdzések

k325t atlagos id6tartam 7. A részecske min-
" den 1itkozés utdn véletlenszerli sebességgel

indul el, de a sebességhez még hozzdadddik az
iitkdzések-kozott felvett, a gyorsulds és id8

' szorzatavai egyenld sebesség. A részecske

v id6 mulva {itkozik ismét, ekkor sebessége
(Fimyz. Az Utkozés pillanatdban a sebessége
Zérus. Igy a két iitkzés kozott atlagos sebes-
sége a végss sebesség fele, tehat a driftsebesség
1/2F7m (hibés!). Ezzel az eredménnyel szem-
ben, a (43.13) a helyes, bar érvelésiink mind-
két esetben meggydzOnek ténik. A masodik

" lsvezetésnek hibdja: feltételeztiik, hogy az

egvmas utdni iitkozéseket mindig 7 id6 va-
lasztja el egymdstdl. A valdsidgban némelyik
idS rovidebb, némelyik viszont hosszabb az
dtlagndl. A rovid id6k gyakrabban fordulnak
218, de kisebb mértékben befolyasoljdk a drift-
sebességet, mivel ezalatt a részecske nem tud
2léggé felgyorsulni. Az itkozések kozadtti ids-
rartamok eloszldsdr figyelembe véve megmu-
rathatjuk, hogy valoban nem 1ép fel a masodik
meggondoldsunkban kapott 1/2 tényezd. A hi-
bat akkor koOvettiik el, amikor félrevezeifen
egyszeriisitve akartuk megkeresni az dtlagos
végso sebesség €s az atlagsebesség kapcsolatat.
Ez a kapcsolat azonban bonyolultabb, ezért
Jjobb, ha figyelmiinket magdra az 4atlagsebes-
ségre Gsszpontositjuk. Most méar talan az is
vildgossa vélt minden Olvasénk el6tt, hogy
ditalaban miért nem kivanunk elemi levezeté-
seinkben valamennyi numerikus egyiitthatd
pontos meghatdrozasara torekedni!

Térjiink most vissza arra az egyszerfisitd fel-
tevésiinkre, hogy a molekuldk ,,emlékezeté-
bo1” minden titkozés egész korabbi mozgasuk
emiékét kitdrli, azaz a molekuldk minden iit-
kdzés utan ,,0j életet kezdenek”. Ha S mole-

kulank nehéz, a hattérmolekuldk pedig kony-

nyfek, akkor az S molekula nem vesziti el
minden iitkdzésben ,,el6re irdnyuld” impulzu-
sét, és jO néhany litk6z¢€s kell ahhoz, hogy moz-
gasa ismét ,,véletlenszeri”” legyen. Ehelyett
abbdl a feltevésbdl indulhatnink ki, hogy a
moeiekuia minden {itkdzésben — Atlagosan 7
nként — elSre irdnyulé impulzusinak
bizonycs hényadat vesziti el. Ezzel az esettel
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részletesebben nem foglalkozunk. Vildgos,
hogy ugyanarra az eredményre kell jutnunk,
mint ha a 7 4tlagos titkdzési id6t egy uj, hosz-
szabb 7’ idGvel helyettesitenénk. Ez az 4j 7°
annak az 4tlagos id6nek felel meg, amely
alatt a molekuldk éppen elfelejtenék, hogy va-
laha rendelkeztek el6re mutaté impulzussal
(..atlagos felejtési id6™). Ha v-t igy értelmez-
ziik, (43.15) az el6szor feltételezettnél bonyo-
lultabb esetekben is alkalmazhatd.

43.4 Tonos vezetés

A kapott’eredményeket most egy specialis
esetre alkalmazzuk. Legyen egy tartdlyban
g4z, s € gizban bizonyos szdmu ion, ami lehet
elektromosan tolt5tt atom vagy molekula
(43.2 4bra). A tartdly két szemben levs fala

1
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43.2 abra. Ionizdlt gaz slektromos térben

fémlemez; ha a lemezekre rakapcsoljuk egy
telep két sarkat, a gazban elektromos tér jon
létre. Az er6tér hatdsara az ionok elkezdenek
vandorolni valamelyik lemez felé, és elektro-
mos aram jOn létre. Az ionokat tartalmazé gaz
ellendllasként hat, az ionok mozgisit aka-
dalyozza. A driftsebességbdl az iondramot ki-
szamitva meg tudjuk hatdrozni az ellendllds
nagysigat, pontosabban azt, hogy hogyan
fiigg az elektromos dram erdssége a lemezekre
kapcsolt U fesziiltségt®l.
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Legyen a tartaly 4 hosszlisaga, A kereszt-
metszetli téglatest alaku doboz (43.2 abra).
Ha a két lemez koz6tt a potencial kiilonbség
azaz a fesziiltség U, akkor az elektromos
térerdsség U/b. (Az elektromos potencidl az
a munka, amelyet egységnyi toltés egyik le-
mezrél a madsikra valo atvitelekor végziink.
Az egységnyi toltésre hato erd E. Ha E a két
lemez ko6z6tt -nem valtozik, ami esetiinkben
elég jo kozelités, akkor az egységnyi: toltésen
végzett munka éppen Eb, vagyis U = Eb.) A
gaz egy ionjara hato erd gF, amelyben g az
ion toltése. Az ion driftsebessége ennek az
erének a u-szrose, azaz

. U
Varift = UF = ugE = ugq 3 (43.16)

Az I elektromos aramer&sség egyenld az 1d6-
egység alatt atfolyo toltésmennyiséggel, tehat
az egyik lemezen atfoly6 dram er8ssége az egy-
ségnyi id6 alatt a lemezre érkez$ ionok Osszes
toltése. Ha az ionok vq.is; sebességgel vandorol-
nak a lemez felé, akkor koziilitk azok érik el a
lemezt T idd alatt, amelyek legfeliebb varircl’
tavolsdgra vannak t6le. Ha tehat az ionok
szama térfogategységenként n;, akkor 7' id6
alatt a lemezt 1, AvgrigeT szAmu ion éri el. Min-
den ion g t6ltést hordoz, ezért a

T id6 alatt beérkezd toltés = gn;Avanel -
(43.17)

Az I aram a T id6 alatt beérkezd toltés T-ed
része, vagyis

1 = g Avqrife- (43.18)

Irjuk be varig; helyébe a (43.16) kifejezést:

1= ,quni% U (43.19)

Azt kaptuk tehat, hogy az aram éppen ardnyos
a fesziiltséggel. Ez éppen az Ohm-torvény,
amelyben az R ellendllds az aranyossagi té-
nyezd reciproka:

{43.20)

A
2.
R Mg

R

~~ Osszefiiggést talaltunk tehét az ellenallds, vala-

mint az »;, g és az m-t6l és 7-tol fiiggd u mo-

lekularis jellemzdk kozott. Ha n; és g értékét

atomi mérésekbdl mar ismerjiik, akkor R mé-
Tésébdl u-t és kozvetve 7-t is meghatarozhat-
juk.

43.5 Molekularis diffazio
Foglalkozzunk most egy mds tipusi jelen-

ség, a diffuzié vizsgdlatdval. Ehhez az eddi-
giektd! kissé eltéré modszereket kell valaszta-

“nunk. Termikus egyensulyban lev8, gdzzal telt

tartaly tetszbleges helyére vigylink be kis
mennyiségli mas gazt. Az eredeti gazt ,,hattér-
gaznak”, az Ujat ,,specidlis” gaznak fogjuk
nevezni. A specidlis gaz fokozatosan szétter-
jed a tartalyban, de mozgasat a hdttérgaz las-
sitja. Bzt a lassu szétterjedési folyamatot diffu-
zidnak nevezziik. A diffizidé soran a specialis
és a hattérgaz molekuldi allanddan titkoznek.
Végiil, nagyszamu {iitkdzés utdn, a specidlis
molekuldk eloszldsa tobbé-kevésbé egyenletes
lesz az egész térfogatban.

Vigyazzunk, ne tévessziik dssze a diffiziot a
konvektiv aramokkal, amelyekben egyszerre
nagy anyagmennyiségek transzportdiédnak.
K ét gaz keveredése sordn a konvekcid és diffu-
zi6 altaldban egyiitt 1ép fel. Most azonban mi
csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor a
gz kizardlag a molekuldk mozgasa, vagyis
diffazié utjan terjed szét. Célunk az, hogy ki-
szamitsuk, milyen gyorsan megy végbe a
diffuzio.

Szamitsuk ki el6szor azt, hogy mekkora a
molekuldk mozgésa kovetkeztében a specidlis
gz molekuldinak eredd drama. Err6l termé-
szetesen csak akkor beszélhetiink, ha a mole-

kuldk .eloszldsa a gaztartidlyban nem egyen- _

letes, hiszen ellenkez® esetben az dsszes mole-
kuléris mozgéasok eredé arama zérus.
Tekintsiik el8szor az x irdnyt Aramiast,
helyezziink képzeletben a gazba egy az x-ten-
gelyre merdleges sikfeliiletet és szamlaljuk le
azokat a speciélis molekuldkat, amelyek e felii-
leten atmennek. Pozitivként kell szamolnunk
azokat a molekuldkat, amelyek a feliiletet a

~-pozitiv x irdnyban keresztezik. Ebb6] a szam-

bol levonjuk a feliiletet a negativ x irdnyban

-~ -keresztezd molekuldk szdmadt, igy kapjuk az

eredd aramerdsséget. Mint mar sokszor lat-

~_tuk, a feliileten AT id6 alatt éppen azok a

molekulék jutnak 4t, amelyek a feliilet és az
attol vAT tavolsagra levd sik kozott helyez-
kednek el. (Ne felejtsiik el, hogy itt v nem a
driftsebesség, hanem a molekuldk tényleges
sebessége!)

Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy
képzeletbeli feliiletdarabunk egységnyi terii-
leti. Ekkor — a pozitiv x iranyt balrél jobbra

——felvéve — a balrdl jobbra athaladd specialis

molekuldk széma n_vAT, ahol 7_ a speciilis
molekulék térfogategységre esé szdma a bal
oldalon (ez ugyan csak kb. kettes tényezd ere-
Jjéig igaz, de ilyen tényez6kkel most nem t5rs-
diink!). A jobbrol balra 4thaladé molekuldk
szdma, hasonldan, n, vAT, ahol n . a specidlis
molekuldk szdma a feliilet jobb oldaldn levd
egységnyi térfogatban.

A molekuladramlds er8sségét, azaz az id6-
és feliiletegységenként balrél jobbra és jobb-
1ol balra 4thalad6 molekuldk szdmdnak kii-
16nbségét J-vel jelolve a kovetkez6t kapjuk:

n_vAT—n AT

J=
AT ’

43.21)
vagyis

J=@m_—ny)v. (43.22)

De mi iegyen #_ és n, pontos jelentése?
Nem elég azt mondanunk, hogy pl. n_ adja
meg a slrliséget a feliilett6l balra — azt is
meg kell mondanunk, hogy milyen tévolségra ?
Azon a helyen kell megadnunk a sfirfiséget,
ahonnan a molekuldk kozvetleniil a feliileten
val6 athaladasuk el6tt elindultak, hiszen ez a
slirliség szabja meg az elinduld molekulak

“szémét. gy n_ jelentse a stirfiséget a képzelet-

beli feliilett&l 7 (azaz szabad tithossznyi) tavol-
sdgra balra, » pedig att6l/ tdvolsdgra jobbra.

Szamitdsainkat egyszerfisiti, ha feltessziik,
hogy a specidlis molekuldk térbeli eloszlisa
az x, y, z valtozok egy folytonos n, fiiggvényé-
vel leirhat6. Az ny(x, y, z) fiiggvény tehat a
specialis molekuldk sfirfisége az (x, y, z) pont
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koriili kis térfogatelembed. Az n,—n_ kii-
16nbséget n, segitségével a kovetkezdképpen
fejezhetjiik ki:

dn, Ax — dn,

. i 2/, (43.23)

n.—n_ =

+

Ezt az eredményt (43.22)-be helyettesitve és a
kettes szorzotényez6t elhagyva:

d
Jx =—M "a .

(43.24)

Azt kaptuk tehat, hogy a specialis molekulak
drama aranyos a sfirfiség differenciidlhanya-
dosaval, vagy ahogy néha mondjak, a siirfiség
gradiensével.

Levezetésiink soran nyilvdnvaléan tobb
durva kozelitést is tettiink. Amellett, hogy
rendszeresen elhagytuk a szorzotényezSket,
v-t irtunk ott, ahol v.-et kellett volna, és fel-
tettiik, hogy n,. és n_ képzeletbeli feliiletiink-
t6l / merSlegesen mért tdvolsigra vonatkozik,
holott a feliiletre nem mer&legesen haladé
molekuldkhoz /-nek a feliilett&l ferdén mért
tavolsigat kellett volna hozzarendelni. Mind-
ezek a hibak kikiiszobolhetk; a gondosabb
vizsgéalat azt mutatja, hogy (43.24) jobb olda-
14t 1/3-dal kell szoroznunk. Igy (43.24) javi-
tott valtozata:

v dn,
3 dx

Jx = . (43.25)
Hasonld egyenleteket irhatunk fel az y és z
irdnyd dramokra is.

A J, dram és a dn,/dx slr{iséggradiens
makroszkopikus médszerekkel is meghatiroz-
hat6. Kisérletileg meghatdrozott hidnyadosu-
kat ,,diffazids egyiitthatonak” nevezziik és
D-vel jeloljik; igy

dn,

Je=—-D .
dx

(43.26)
A (43.25} egyenlet alapjén tehdt gdzckra
1
D==h. 43.27)
2

Az e fejezetben vizsgalt két folyamat koziil
a driftmozgast kiils6 er8k, a diffuziét viszont
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" bels6 erdk, “a ‘véletlenszeriien - lejaiszodo.-iit- -

kozések okozzdk. E két jelenség mégsem
fiiggetlen egymastdl, hiszen mindkettd szoros
kapcsolatban all a hémozgdssal, s mindkét
jelenség elemzésében fontos szerephez jut az /
atlagos szabad uthossz.

A (43.25) egyenletben elvégezve az ! = v7
€s 7 = um helyettesitést:

dn,

Jx = ——mPu (43.28)

3

my? viszont csak a hémérséklettsl fiigg!
Emlékezziink rd, hogy

P
™
~
RN
[¥9)
139
\O
~

(43.30)

Azt kaptuk tehat, hogy a D diffiizids egyiitt-
haté éppen kT-szerese u-nek, a mozgékony-
sagnak:

D = ukT. 4

(%)

3D

Pontos szamitéssal kimutathato, hogy (43.31}-
ben a numerikus egyiitthatd is helves, durva
feltevéseink hatdsat nem kell kiiién ténvez6k-
kel ellensilyoznunk. S6t mi tdbb, az is bizo-
nyithatd, hogy (43.31) sziikségképpen mindig
fennall, még olyan bonyolult viszonyok esetén
is (pl. folyadékban szuszpendalt anyag),
amelyekre egyszeri szadmitdsunk részletei
egyaltalan nem alkalmazhatok.

Annak bizonyitasara, hogy (43.31) sziikség-
képpen mindig igaz, vezessiik le az Osszefiig-
gést mas modon is, kizardlag a statisztikus
mechanika alapvet6 elvei segitségével. Legyen
egy rendszerben a ,,specialis’ molekulak siirfi-

ségeloszlasanak valamilyen gradiense, s foly- -

jon (43.26)-nak megfeleléen a gradienssel ara-
nyos difftziés aram. Létesitsiink x irdanyu erd-
teret ugy, hogy minden specidlis molekulara
F er6 hasson. A y mozgékonység definicidja
szerint ekkor a driftsebesség

Vrift = [.LF. (43 . 32)

A driftéramsiiriiség (a két irdnyban feliilet- és 7

id6egységenként athaladé molekuldk szama-
nak kiilonbsége) ezért-—- S

Jarift = MaVdrift » (43.33)
vagy

(43.34)
Valasszuk meg most F-et akkorédra, hogy a
driftdram éppen ellensilyozza a diffazidt,
vagyis a specialis molekulédk eredd drama zérus
legyen. Ekkor tehat Jx+ Jarire = 0, vagyis

dr,
d;: = nap,F., .

Jarift = nauF.

{43.35)

D

A kompenzacidé kovetkeztében a s{irfiség-
cradiens id6ben allandd marad:
dn, nauF

Fl i {43.36)

A tovabbi mar egyszerti: mivel rendszeriink
egyensilyi dllapotban van, alkalmazhatdk ra
a statisztikus mechanika egyvenstiyra vonat-
koz6 torvényei. E torvények szerint annak
valoszinlsége, hogy egy molekulat az x helyen
taldlunk, e~ Prot/kT-vel ardnyos, ahcl Wy &
potencidlis energia. Az n, sliriségre 2z a ko-
vetkezGt jelenti:

1y = nge” Weot/kT | 43.37)

Ha (43.37)-et x szerint differenciéljuk, azt
kapjuk, hogy

1 dWpo

dn _
it Fa
(43.38)
vagy
d.)’la ny deOt /
Za _ T2 TTpot 14339
dx kT dx (43.39)

A mi esetiinkben, mivel az F erd x iranya,
a Wpot potencidlis energia éppen — Fx &s igy
—dWpot/dx = F. A (43.29) egyenietb&] tehat
azt kapjuk, hogy
d}'!a flaF ¢
= . 43.40
dx kT ( ).

= Ez megegyezik a (40.2) egyenlettel, amelyb61

elBszor vezettiik le az e~ Woot/kT t5rvényt; a kot

--tehat bezarult. A (43.40) és (43.36) egyenlet

Osszehasonlitdsabol éppen (43.31)-re jutunk.
Ezzel igazoltuk, hogy (43.31), amely megadja
a diffizids dram és a mozgékonysédg kapesola-
tat, helyes egyiitthatdkat tartalmaz és tel-
jesen Aaltaldnos feltevések mellett is igaz.
A mozgékonysag és a diffuzid kozdtt tehat
igen szoros a kapcsolat. Ezt az Osszefiiggést
el8szor Einstein ismerte fel.

-43.6 Hovezetés

A kinetikus elmélet modszereivel, amelyeket
az eddigiekben felhaszndltunk, valamely giz
hdvezetbképességér is ki lehet szamitani. Ha
egy tartalyban levé gaz feliil melegebb, mint
alul, a gazban feliilr5l lefelé h6 aramlik. (Azért
tekintjiik a fels® részt melegebbnek, mert ellen-
kez6 esetben konvektiv dramok jonnének
létre, s igy példank méar nem lenne tisztan A5-
vezetési feladat.) A melegebb gaz ugy ad at
hét a hidegebbnek, hogy a ,,meleg” — na-
gyobb energiaji — molekuldk lefelé, a ,,hideg”
molekuldk pedig felfelé diffunddlnak. A ter-
mikus energiadramot Ugy szamithatjuk ki,
hogy kiilon-kiilon meghatdrozzuk, mennyi
energiat visznek egy feliiletelemen keresztiil a
lefelé halad6 molekuldk lefelé, a felfelé halad6
molekuldk pedig felfelé; a kettd kiilonbsége
az ered$ energiadram. '

A A'hévezetési tényezd az egységnyi feliile-
ten idGegységenként dtdramld energia és a ho-
mérsékleti gradiens hdnyadosa:

1 do dr

n
= — A —

A dr dz

Mivel a részletes szamitds igen hasonl6 ahhoz,
amelyet az ionizalt gdzban folyd elektromos
drammal kapcsolatban mar elvégeztiink, gya-

(43.41)
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korlatként az Olvaséra bizzuk annak bizo--
nyitasat, hogy

sz ko (43.42)-
2%—1

ahol (x—1)kT egy molekula atlagos energidja.
T hémérsékleten.

Az nlo. = 1 Gsszefiiggés felhasznaldséval a
hévezetési tényez6:

1
. kv _
x—1 0.

(43.43).

Eredményiink kissé¢ meglep8. Tudjuk, hogy
a gazmolekuldk 4tlagsebessége fiigg a2 hémér-
séklettdl, defiiggetien a siiriiségtél. Nyugodtan
feltételezhetjitk, hogy o, csak a molekuldk.
méretétdl fiigg. Igy egyszerti eredménytink azt
jelenti, hogy a A h&vezetési tényezd (s azzak
egyiitt a hédram sebessége is, bérmilyen spe--
cialis feltételek mellett) fiiggetlen a gz sirii-
ségétsl! Ha a strliség valtozik, az ,,energia-
hordozdk™ szdma is megvaltozik, de ezt a val-
tozast éppen ellenstlyozza az, hogy az ,,ener—
giahordozok” az {itkdzések kozott hosszabb:
utakat tudnak megtenni.

Feltehetjiik a kovetkezd kérdést: ,,A hé-
dram ebben a hataresetben is fiiggetlen a gz
slirfiségét6l, amikor a sfirliség zérushoz tart?
Amikor egyaltalan nincs is jelen géz?” Ter-
mészetesen nem! A (43.43) képlet levezetése
sordn — hasonldan, mint a fejezetben szereplé-
tobbi képlet levezetéséhez is — feltételeztiik,
hogy az {itkdzések kozotti 4tlagos szabad
uthossz sokkal kisebb a tartily valamennyi
méreténél. Ha a gaz sfirlisége olyan kicsi, hogy
egy molekula bizonyos val6szinfiséggel iitkd--
zés nélkiil eljuthat a tartdly egyik falatdl a
masikig, akkor a fejezetiinkben szereplé sza-
mitdsok nem alkalmazhatdk. Ilyen esetekben
vissza kell térniink a kinetikus elmélethez, és
elejétdl kezdve részletesen kell elemezni, hogy
mi torténik.



44.1 Hégépek. Az els ftétel

Az anyag tulajdonsigait eddig az atomos
felépitésbdl kiindulva elemeztiik, vagyis fébb
vonasokban meg akartuk érteni az anyag
viselkedését, arra alapozva, hogy minden
anyag bizonyos torvényeknek engedelmeskedd
atomokbdl 4ll. Az anyagok tulajdonsigai
kozott azonban olyan Osszefiiggések is van-
nak, amelyeket az anyagszerkezet vizsgilata
nélkiil is meg tudunk ismerni. A (fenomeno-
logikus) termodinamika tdrgya éppen az
-anyag tulajdonsdgai kozotti, ilyen jellegfi
Osszefliggések elemzése. Torténelmileg te-
kintve, a termodinamika kifejlédése meg is
elozte az anyag bels6 szerkezetének megisme-
Tését.

Nézziink egy példat. Mint azt a kinetikus
-elméletbdl tudjuk, egy gdz nyomasat az okozza,,
hogy a gaz molekuldi minduntalan nekititkoz-
nek az edény falanak. Azt is tudjuk, hogy ha
a gazt melegitjiikk, akkor a molekuldk gyak-
rabban és nagyobb sebességgel iitkoznek a
falnak, tehdt a nyomasnak még kell ndnie.
Megforditva, ha egy dugattyat nyomunk egy
gaztartalyba a molekulaiitkzések okozta ers-
vel szemben, akkor az iitk6z6 molekuldk ener-
gidja megn®, s ezért a gaz hmérséklete nsvek-
szik. E két jelenség k6zott — a kinetikus el-
mélet alapjan — megallapithaté ugyan kvan-
titativ Osszefiiggés, nyilvanvald azonban, hogy
fenndll valamilyen sziikségszer(i, az {itkdzések
részletes mechanizmusatdl fiiggetlen kapcso-
lat is.

Tekintsiink most egy masik példat. Olva-
séink koziil bizonyira sokan tapasztaltik,
hogy ha egy gumiszalagot kihtiznak, az fel-
melegszik. Ha pl. ajkunk k5z¢ téve htuzzuk ki

a gumiszalagot, a felmelegedést érzékelhetjiik

lagot ajkunk kozé tartva gyorsan meglazitjuk,
az érezhetSen lehfil. A gumiszalag tehit meg-
nyulaskor felmelegszik, 6sszehtzédva pedig
lehiil.

Ennek alapjan Osztontink azt stugja, hogy
ha a szalagot melegitenénk, akkor Ossze-
huzddna. Abbdl a ténybbl, hogy a szalag a
megnyujtas hatdsira felmelegedett, azt kovet-
keztetjiik tehat, hogy melegités hatisara
viszont dsszehtizédik. Es valéban, ha egy sulyt
tarté gumiszalaghoz gazlangot kozelitiink, azt
latjuk, hogy a szalag hirtelen Osszehtizodik
(44.1 4bra). Ez a tény kétségteleniil kapcsola-
tos azzal is, hogy a fesziiltség csdkkentésekor
a szalag lehidl.
L L L L L LL Z Z Lz
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44.1 4bra. A gumiszalag melegitéskor dsszeh(izo-
dik

[NEN

Ezt a jelenséget igen bonyolult belsé mecha-
nizmus okozza. Bir ebben a fejezetben {6 cé-
lunk az Osszefiiggések molekulaszerkezettsl
fiiggetlen megértése, probaljuk mégis vazlato-
san leirni ¢ mechanizmust molekuléris szem-
pontbdl. Képzeljiink magunk elé egy hosszi
lancmolekuldkbdl 4116 szévevényt, egy csomod
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- is. E felmelegedés reverzibilis, vagyis ha a sza- ...t .

s,molekuldris spagettit”, amelyet még bonyo-

lultabbéd tesz az, hogy a lancok helyenként
Ossze vannak kotve egymdssal — mintha a
spagetti szdlai néhol &ssze lennének ragasztva.
Ha egy ilyen szgvevényt kihtizunk, a lancok a
huzderd irdnyédba 4llnak be, ugyanakkor hi-
mozgast is végeznek, s igy gyakran iitkéznek
egymassal. A lanc 6nmagétol nem is marad
meg kihuzott allapotban, mert a t3bbi lanc-
rész és molekula oldalrél nekiiitkozik, s igyek-
szik ismét Osszekunkoritani. Erthetd tehat,
hogy ha a lancokat kinyujtva tartjuk és a hé-
mérsékletet noveljiik, akkor a lancrészek na-
gyobb -erbvel-iitkznek egymasnak, s ezért
igyekeznek Ssszehtizodni és {gy nagyobb stlyt
képesek felemelni, mint hideg 4llapotban. Ha
a gumiszalagot, miutin egy ideig kinyujtott
allapotban volt, hagyjuk 6sszehtizédni, a 14n-
cok elveszitik feszességiiket, s a meglazuld lan-
coknak iitk6z6 molekuldk energiat vesztenek.
Ezért csokken a hémérséklet.

Lattuk tehat, hogyan hozhat6 kapcsolatba
a kinetikus elmélet felhasznalasaval az elbbi
két folyamat, a melegités okozta 5sszehizodas
és a fesziiltség csdkkenésével egyiittjard lehd-
lés. A két jelenség pontos kapcsolatinak el-
méleti meghatdrozésa azonban Oriasi feladat
lenne. Ehhez tudnunk kellene, hogy mennyi
az litk0zések szama masodpercenként, milyen
a lancok pontos szerkezete, s figvelembe kel-
lene venniink még j6 par egyéb hatast is,
amelyek a feladatot még bonyolultabba ten-
nék. A bels6 mechanizmus olyannyira Sssze-
tett, hogy kinetikus elmélettel nem is irhato le
pontosan. A két megfigyelt jelenség kozott
azonban hatirozott Osszefiiggés van és ez
anélkiil is megadhatd, hogy barmit is tudnéank
a belsd szerkezetrdl!

Az egész termodinamika lényegében a ko-
vetkez6khoz hasonlé meggondoldsokon ala-
pul. Mivel egy gumiszalag magasabb hémér-
sékleten ,,ersebb”, mint alacsony h8mérsék-
leten, lehet8vé valik, hogy energiakdziés segiti-
ségével stlyokat emeljiink fel vagy hozzunk
mozgisba, s igy munkat végezziink. A termo-
dinamika tudoménya annak tanulméanyozasa-
val kezd6dik, hogy h8hatédssal hogyan végez-
hetiink munkat. Esetiinkben a kérdést igy
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tehetjiik fel: készithetiink-e olyan gépét, amely
a melegités gumiszalagra gyakorolt hatdsat
folyamatos munkavégzésre hasznalja fel? Le-
frunk egy meglehetSsen ,,iigyetlen” gépet,
amely képes erre. Helyettesitsiik egy bicikli-
kerék kiilldit gumiszalagokkal (44.2 4bra).
Ha a kerék egyik oldalan levd szalagokat két
hésugdrzé segitségével melegiteni kezdjiik,
»erésebbé” valnak, mint a méasik oldalon
levé gumiszalagok. Ennek hatdsira a kerék
stlypontja eltdvolodik a forgastengelyt6l és
igy a kerék forogni kezd. Forgis kdzben
Ujabb gumiszalagok melegednek fel, a mele-
gek pedig lehtilnek. fgy a kerék mindaddig
megtartja lasst forgdsat, mig a h&sugarzék
miikédnek. A gép hatisfoka rendkiviil kicsi.
A két h8sugarz6 fogyasztasa lehet pl. 400 W,
a gép mégis alig képes felemelni egy legyet!
De vajon felhasznalhaté-e a h6hatds munka-
végzésre hatdsosabb médon is?

%
@/

44.2 dbra. HOgép melegitett gumiszalagokkal

A termodinamika tudoménya ténylegesen
akkor sziiletett meg, amikor Sadi Carnot meg-
vizsgélta, hogy hogyan lehet megépiteni a leg-
jobb, legnagyobb hatdsfoku gépet. Ez egyike
volt azon — eléggé ritka — eseteknek, amikor
a mérnoki gyakorlat vezeteit alapveid fizikai
felfedezéshez. Egy madsik ilyen eset, Claude
Shannon analizise jabb keletfi. Ennek ered-
ményeként jott létre az informdcidelmélet.
E két gondolatmenet egyébként véletleniil
igen kozeli kapesolatban is all egyméassal!
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‘A gbzgép ugy miikédik, hogy valamilyen
égésbdl felszabaduld energia h6hatasaval vizet
melegit, a keletkezett gz kiterjed és mozgasba
hoz egy dugattyut, ez pedig egy kereket for-
gat. A g6z tehat tolja a dugattyat — de mi tor-
ténjék ezutdn? Valahogy be kell fejezni a folya-
matot! Ugyetleniil gy is csinalhatnank, hogy
a gbzt egyszerlien kiengednénk a levegtbe, de
ekkor vizkészletiinket mindig djra ki kellene
egésziteniink. Olcsobb — jobb hatasfokd —
az eljaras, ha a gzt egy masik tartalyba vezet-
jiik, hideg viz segitségével lecsapatjuk, az igy
kapott vizet visszaszivattytzzuk a kazanba.
A gép miikddését ily mddon folyamatossd
tessziik. Ekkor géplink tevékenysége valdban
csupan annyi, hogy hét vesz fel, és munkat
végez. Jobb lenne-e vajon, ha viz helyett alko-
holt hasznidlndnk? Milyen tulajdonsag
anyagra lenne sziikségiink ahhoz, hogy a le-
hetd legjobb gépet kapjuk? Ezek voltak azok
a kérdések, amelyekkel Carnot behatéan kez-
dett foglalkozni, s vizsgalatanak egyik mellék-
termékeként deriilt fény az olyan tipust Osze-
fiiggésekre is, mint amilyenrdl fentebb volt
szO*.

A termodinamika valamennyi eredménye
néhany latszolag egyszer(i kijelentésbdl kovet-
kezik, amelyeket a termodinamika fétételeinek
neveziink. Amikor Carnot élt, a termodina-
mika els6 f&tétele — az energia megmaradésa-
nak térvénye — még nem volt ismeretes. Car-
not azonban kovetkeztetéseiben annyira koriil
tekinté volt, hogy gcndolatmenete végig
helyes, annak ellenére, hogy az els6 fGtételt
nem ismerte! Valamivel késébb Clausius meg-
adott egy egyszer{ibb levezetést, amely kony-
nyebben értheté volt, mint Carnot rendkiviil
finom gondolatmenete. Clausius azonban a
levezetés soran azt tételezte fel, hogy nem al-
taldban az energia, hanem — a hdanyag-
elméletnek megfeleléen — a h6é marad meg,
s kés6bb dertilt ki, hogy ez nem igaz. Kés6bb
gyakran hangoztattdk, hogy Carnot levezetése
rossz volt, pedig csak a mindenki &ltal olvasott

* Carnot eredeti gondolatmenete magyar nyel-
ven a Mathematikai és Physikai Lapokban 6 (1897)
5, 247. old. jelent meg. (Szerkesztd)

Clausius-féle, leegyszertisitett valtozatban volt
a hiba.

Carnot igy a termiodinamika mésodik f6-

tételét az els® fotétel el6tt fedezte fel! Erdekes
lenne elmondani Carnot levezetését az eisd £6-
tétel felhasznaldsa nélkil, ezt azonban még-
em tessziik, hiszen fizikit akarunk tznulni,
nem pedig torténelmet. Az elsé fotételt kez-
dettdl fogva felhaszndljuk annak ellenére,
hogy sok minden nélkiile is levezethetd.
Kezdjiik az elsd fotétel, az energiamegmara-
dés térvényének kimonddsaval: ha sgy rend-
szerrel hoét kodzliink és munkat is végziink rajta,

akkor a rendszer energidja a kozdit hével és a-—~

végzett munkdval novekszik meg. Ez a kSvet-
kezd mobdon is felirhatd: a rendszerrel ko6zolt
QO ho plusz a rendszeren végzett W munka
egyenld a rendszer U energidjanak (amelyet
néha belsd energidnak is neveznek) a megndve-
kedésével:

U megvaltozasa = Q-+ W, {44.1)
illetve differencidlis forméban:
dU = DO+ DWW, (44.2)

ahol DQ, DWW az elemi h, ill. munka*.

44.2 A masodik fotétel

Térjiink most ra a termodinamika masodik
fétételére. Tudjuk, hogy ha pl. a surlodast le
akarjuk gy6zni, akkor a befektetett munka
egyenld a keletkezett h6vel. Ha 7" hémérsék-
letli szobaban és elég lassan végezziik a mun-
k4t, akkor a szoba hémérséklete nem sokat
valtozik, tehat a munkit allandé hémérsékle-
ten alakitottuk 4t hévé. Meg tudjuk-e fordi-
tani ezt a folyamatot? Vissza tudjuk-e alaki-
tani a h6t munkava allandé hémérsékleten?
A termodinamika masodik f&tétele szerint
nem. Ha csak az energia megmaradésdnak
térvényére gondolunk, azt hihetnérk, hogy a
molekuldk rendszertelen mozgdsénak ener-
gidja jol hasznosithat6 energiakészletet jelent.

* A , D” jel arra mutat, hogy ezek nem teljes
differencidlok (Szerkesztd).

Carnot azonban feltételezte, hogy egyetlen
meghatdrozott allandé hémérsékleten a hé-
- energia nem alakithat6é 4t munkav4. Mas sza-
vakkal, ha az egész vilagmindenség mindeniitt
ugyanakkora hémérsékletii lenne, akkor a hé-
energidbdl semennyit sem tudndnk munkavd
- alakitani. Bar a munka ailand6 h8mérsékleten
is 4talakithaté hévé, e folyamat nem fordit-
haté meg, a munka nem nyerhets vissza.
Carnot _szerint nem lehetséges adott hémér-
_sékleten egy rendszerrel h6t kézolni s e hét
munkava alakitani ugy, hogy a rendszerben

vagy kOrnyezetében semmi mds vdltozés ne

~~menjen végbe.

Az utolso kikotés igen 1ényeges. Képzeljiink
el pl. egy adott hémérsékletli siiritett levegs-
vel telt tartalyt. Ha engedjiik, hogy a gaz ki-
terjedjen, munkavégzésre is képes lesz, pl. lég-
kalapacsokat tud miikddtetni. Kiterjedés koz-
ben a géz kissé lehfil, de ha rendelkezésiinkre

allna egy tenger vagy 6cedn — azaz egy Oridsi -

hotartdly —, amelynek h&mérséklete meg-
egyezne a sfiritett gaz kezdeti h6mérsékletével,
akkor ismét fel tudnank melegiteni. A tenger-
t6l igy energiat vennank el, s a sfiritett levegd-
vel munkat végeznénk. De Carnot tételével
mégsem Kkeriiliink ellentmondésba, mivel nem
hagytunk mindent ugyanigy, ahogy volt. Ha
pedig a gazt ismét 3sszenyomjuk, akkor azt
tapasztaljuk, hogy az ekozben végzett munka
t0bb, mint amennyit nyertiink kiterjedése ré-
vén. Mi csak azokkal a folyamatokkal aka-
runk foglalkozni, amelyeknek végeredménye-
ként a kozolt h6b6l munkét nyeriink, forditva
mint pl. a surldédés esetében, ahol munkabél
nyertiink hét. Ha egy testet zart palyén moz-
gatunk, a ciklus végén a rendszer pontosan
eredeti allapotaba tér vissza: a ciklus végered-
ménye csak az, hogy munkat végeztiink és hét
nyertiink. Carnot szerint ez a folyamat nem

~ fordithat6 meg. Fogadjuk el mi is ezt az allas-

pontot.

Ha a folyamat megfordithat6 lenne, abboi
tobbek kozott az is kvetkezne, hogy ,,ingyen’
(azaz eredd munkavégzés nélkiil) tudnank hét
elvonni egy alacsonyabb hémérsékletii testtdl,
s 4tadni egy magasabb hdmérsékleti testnek.

Tudjuk azonban, hogy ha egy melegebb és
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egy hidegebb testet egymas mellé helveziink,
€s semmi mast nem csinalunk, akkor nem tor-
ténhet meg az, hogy a meleg test még mele-
gebbé valik, a hideg pedig lehiil. Ha egy igen
nagy hoétartalybél — pl. tengerbdl — adott
hoémérsékleten energidt tudndnk elvonni, és
azzal munkat végeztetnénk, akkor ezt strlo-
das segitségével visszaalakithatnink h&ener-
gidva valamilyen mds h&mérsékleten — pl.
ugy, hogy gépiinkbél kinytlna egy kar, amely
egy mar meleg testet dorzsdlve azt tovabb me-
legitené.

Végeredményben tehat hét vonndnk el egy
hideg testrdl, és azt 4tvinnénk egy .,mele-
gebbre”, mialtal ellentétbe keriilnénk Carnot
hipotézisével, a termodinamika masodik f5-
tételével, amely tehat ugy is megfogalmazhato,
hogy a ,,h6 nem folyhat 4t dnmagatdl hide-
gebb testrdl melegebbre’’.

Az az elemzés, amelyet Carnot a hdgépek-
r6l adott, igen hasonlé volt ahhoz, amelyet az
1. kotet 4. fejezetében az energia megmarada-
sdnak targyaldsénal adtunk a sulyokat fel-
emelS gépekrSl. Ottani meggondolésainknak
éppen Carnot gondolatmenete volt a mintaja,
ezért nem meglepd, hogy a tovibbiakban is
ezekhez hasonlé meggondolasokkal talal-
kozunk.

Epitsiink egy gzgépet, amelynek ,,.kazanja”’
mondjuk 7; hémérsékletli. A gép a kazanbol
Q, hoét vesz fel, majd W munkat végez, €s egy
masik, 7, hdmérsékleten lead a ,,.kondenzator-
nak” Q, hét (44.3 abra). Carnot nem tudta,
hogy mennyi e leadott h6, hiszen nem ismerte
az els6 f6tételt. A hbanyag-elmélet szerint a
Q, és Q, hd egyenld, de ebben Carnot nem
hitt, ami jol jellemzi, mennyire koriiltekintfen
jart el. Ha felhasznaljuk az elsé f6tételt, azt
kapjuk, hogy a leadott O, h éppen a felvett

Q; ho és a végzett W munka kiilonbsége:
Q, =0—W. (44.3)

w

!

44.3 dbra. Hégép vazliata
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(Clkhk}lS folyamat esetén a kondenzatorbol a = =

vizet lecssapOddsa utdn azonnal visszaszivaty-
tytzzuk a kazinba. Ekkor azt mondhatjuk,
hogy minden ciklusban fellép a 0, h6kozlés,
és a gép W munkat végez.)

Epitsiink most egy masik gépet. Ha jellem-
z08it az el6z6ével azonosra vélasztjuk, de viz
helyett mas folyadékot, pl. alkoholt haszni-
lunk, felmeriil a kérdés: vajon ez a gép t6bb
munkdt végezhet-e, mint el6bbi gbzgépiink ?

44.3 Reverzibilis gépek

Vizsgaljuk most meg egy kissé kozelebbrdl
is gépeinket. Egy dolog vilagos: ha valamely
gépben surlodas 1ép fel, akkor az veszteséget
okoz. Az tehat a legjobb gép, amelyik surlo-
dasmentes. Az energiamegmaradas tirgyala-
sdhoz hasonldan csak a tokéletesen surlodas-
mentes gépeket vizsgaljuk.

Nézzitkk meg, hogy mi a surlédasmentes
mozgéas hétani megfeleldje, a ,,strlédasmen-
tes” h6atadas. Ha két kiilonb6z6 homérsék-
let{i testet egymas mellé helyeziink, akkor az
energiadram a melegebbdl a hidegebbe folyik,
s a homérsékletek kis megvaltoztatasival
nem érhetjiik el, hogy iranya ellentétesre val-
tozzék. A gyakorlatilag surlédasmentes gépet
viszont az jellemzi, hogy mindig abban az
iranyban miikddik, amelyik irdnybol az er6-
hatas érte. Mi most a surl6dasmentes mozgas
megfelel6jét, az olyan héatadast szeretnénk
megtalalni, amelynek iranyat igen kis valtoz-
tatdssal megfordithatjuk. Véges hémérséklet-
kiilonbség esetén ez lehetetlen, ha azonban
gondoskodunk arrdl, hogy a hécsere mindig
két, 1ényegileg azonos homérsékletli test ko-
zOtt menjen végbe, vagyis ha a h6atadas kivant
iranyat végteleniil kicsiny hémérséklet-kiilonb-
séggel biztositjuk, akkor a folyamatot rever-
zibilisnek nevezziik (44.4 4abra). Lathato,
hogy az idealis gép un. reverzibilis gép. Ebben,
a valdsdgban nem létezd, fiktiv gépben minden
folyamat kis infinitezimalis valtoztatdsokkal
megfordithat6 lenne.

Nézziink most egy ilyen ,,idealis” gépet.

Példaként leirunk egy korfolyamatot, amely-

44.4 abra. Reverzibilis h6transzport

nek gyakorlati értéke kétséges ugyan, viszont ~ T

megvan az a tulajdonsiga, hogy Carnot-féle
értelemben reverzibilis. Legyen gz egy sur-
16dasmentes dugattyuval felszerelt hengerben.
Hogy hatdrozott esetrdl beszélhessiink, tegyiik
fel, hogy a hengerben idedlis gaz van, bar ez
nem feltétleniil sziikséges. Legyen ezenkiviil
két, Ty, ill. 7, hOmérsékletli hétartalyunk,
s tegylik fel roluk, hogy igen nagy kiterjedésti
testek. Tételezziik fel tovdbba, hogy T, na-
gyobb, mint T,. Engedjlik el8szor a gizt lassan
kiterjedni, s ezzel egyidejiileg melegitsiik a T,
hémérsékletli hotartdly segitségével. Azzal,
hogy a dugattyut végtelen lassan engedjiik ki,
biztositjuk, hogy a giz hO8mérséklete sohase
térjen el jelentSsen T;-t6l. Ha a dugattyut
lassan ellenkezd irdnyba, vagyis befelé moz-
gatnank, a hdmérséklet csak végtelen kicsivel
emelkedne 7, folé, de a hdatadas irdnya meg-
fordulna. Az ilyen izotermikus (allandé ho-
mérsékletli) térfogatvaltoztatds tehdt — ha
végtelen lassan végezziik — reverzibilis folya-
mat.

Hogy jobban megértsiik, amit csindlunk,
4brazoljuk a gdz nyomasat térfogatinak fiigg-
vényében (44.6 dbra). Mikozben a gaz kiter-
jed, nyomadsa csokken. Az [ jelzés(i gorbe meg-
mutatja, hogy hogyan valtozik a nyomas és a
térfogat, ha a T, hémérséklet allandé. Idedlis
gizra e gbrbe egyenlete p¥V = NkT,. Az izo-
termikus kiterjedés kozben tehat a térfogat
novekedésével a nyomas a b pontig csokken.
E pontban a folyamat e szakasza befejezdik.
A kiterjedés soran a gaz a hétartalytol elvont
bizonyos Q; h6t, hiszen ha nem 4llt volna

Q
4

27

T

1. szakasz: izotermikus expanzié T, hémérsékleten;

a felvett hé Q4

2. szakasz: adiabatikus expanzid;
a hémérséklet Tyr8l Tyre csékken

77
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3, szakasz: izotermikus kampresszié T, hémérsékletens

{
]

=T,

Q, héfelszabadulas
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1
4. szakasz: adiabatikus kompresszid:

T2~ Ty

a hémérséklet Tp-rél Ty-re né
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kapcsolatban a hétartallyal, akkor — mint
tudjuk — lehiilt volna.

A b pontnél, az izotermikus térfogatnove-
lés végén, valasszuk el a hengert a hétartalytol,
majd ndveljiik tovabb a giz térfogatat. Ebben
az 4j szakaszban nem engedjiik meg, hogy a
hengert h8kozlés érje, tehat a giz homérsék-
lete csokken. A térfogatot ismét lassan nével-
jiik, hogy a folyamat megfordithato legyen,
s ismét feltessziik, hogy nincs stirlddas.

A folyamatot a 2 gbrbe 4brazolja, amelynek
vonalat addig kell hiznunk, mig a h8mérsék-
let a ¢ pontnél el nem éri a T, értéket. Az ilyen
hékozlés nélkiili térfogatvaltozast adiabatikus-
nak nevezziik. Mint mér tudjuk, ideélis gazra
a 2 gbrbe pV* = konst. alaku, ahol % > 1,
vagyis az adiabatikus gorbe az izotermikusnal
meredekebb lefutasu.

A gazt tartalmazé henger elérte tehat a T,
homérsékletet, s igy érintkezésbe hozhatd a T,
h6mérsékletli hotartallyal anélkiil, hogy irre-
verzibilis valtozds torténne. A T, hémérsék-
letli hétartaly elvétele nélkiil nyomjuk most
lassan Ossze a gizt a 44.6 4bra 3 gorbéjének
megfeleléen (44.5 &bra, 3. szakasz. Mivel a
henger érintkezik a hétartallyal, a gaz hémér-
séklete nem nd, hanem ehelyett a hengerbél a
T, hémérsékletl hétartalyba aramlik Q, hé.
Fejezziik be a 3 izotermikus dsszenyomdst a d
pontndl, majd vélasszuk el a hengert a T, h6-
mérsékletli hotartalytél és folytassuk az Sssze-
nyomdst tigy, hogy a henger és kornyezete
koz6tt termikus kolesonhatdst nem engediink
meg. A hémérséklet ekkor nG, s a nyomas a 4
gorbének megfelelden valtozik. Ha minden
lépést végtelen lassan végeztiink el, akkor
visszajutunk a 7, hémérséklethez tartozéd
a pontba, amelybdl kiindultunk, s a korfolya-
mat megismételhetd.

Az el6z8kben leirt fiktiv korfolyamat rever-
zibilis, tehdt minden 1épés forditva is elvégez-
het8. Haladhatturnk volna forditott irdnyban
is: az a pontbdl, T; hémérsékletrs! kiindulva
novelhettiik volna a gaz térfogatat a 4 gorbe
mentén, folytathattuk volna a térfogatndve-
lést T, hémérsékleten, s kozben a gaz g, hét
vett volna fel stb. Ha a ciklust egyik irdnyban
val6sitjuk meg, munkat kell végezniink a ga-
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zon, ha a madsik irdnyban, akkor a giz végez
munkat.

A teljes munka konnyen kiszamithat6, ha
tudjuk, hogy a gaz kis kiterjedésekor végzett
munka a nyomas és a d¥ térfogatvéltozds szor-
zata, vagyis p dV. A tetsz6leges térfogatval-
tozAskor végzett munka tehdt [ p dV. El6z6
diagramunkon p-t fiigg6legesen, V-t vizszin-
tesen mértiik fel. Igy ha a fiigg6leges tavolsa-
got y-nak, a vizszinteset x-nek nevezzik, az
<lbbi integral [y dx, vagyis a gorbe alatti
teriilet. A szdmozott szakaszok alatti teriiletek
tehat megadjak, hogy mekkora volt-a gz
altal, ill. a gizon végzett munka a megfeleld
szakaszokban. K6nnyen lathato, hogy a teljes
munkat éppen az 4bran bevonalkdzott teriilet
adja. .

Most tegyiik fel, hogy mas reverzibilis gé-
pek is léteznek. Tegyilik fel, hogy van egy
A reverzibilis gépiink, amely 7, hoémérsékle-
ten Q, hot vesz fel, W munkat végez és T, ho-
mérsékleten lead valamennyi hoét. Legyen
most egy tetszOleges felépitésti masik, B gé-
piink, amelynek munkavégzd kozege lehet
gumiszalag, g6z, vagy barmilyen mas anyag,
s ameiyet esetleg még fel sem talltak. A gép-
8l még azt sem tételezziik fel, hogy reverzibi-
lis, egyetlen kik6tésiink az, hogy T hémérsék-
leten ugyanakkora Q; hét vegyen fel, mint 4,
é&s az a hdmérséklet, amelyen hét ad le, ismét
T, legyen (44.7 abra . Tegyiik fel, hogy a B gép
W’ munkat végez. Azt allitjuk, hogy 7~ nem
lehet nagyobb, mint W, vagyis egy reverzibilis
gépnél t6bb munkat semmilyen gép sem Vé-
gezhet. Hogy ezt beldssuk, tegyiik fel az ellen-

TI
Qy Q,
— w
I a BJ,A W —w
i Hasznos munka -
'\3‘,"// Q ‘W.l
2!

H 1
| n |
44.7 abra. Az A reverzibilis gépet a 3 gép forditott
irdnyban mikodteti

kez6jét, vagyis hogy W’ nagyobb W-nél.

Akkor a 7, hémérsékletii hétartalybol @, hét

kivéve, a B géppel I’ munkat végeztethet-
nénk, s ekdzben bizonyos hot leadndnk a 7,

hémérsékletli htartdlynak; hogy mennyit, -

azzal nem torSdiink. Ezutdn a J7-nél nagyobb-
nak feltételezett W’ munkabdl -t felhasznal-
hatnank arra, hogy az 4 gépet visszafelé mii-
kodtessilk — ezt megtehetnénk, hiszen 4 re-
verzibilis gép —, a megmarad6 W¥'—¥ mun-
kat pedig hasznos munkavégzésre fordithat-
nank. Az A gép ekkor T,n felvenne vala-

mennyi hét, a 7; hOmérsékletdi tartdlynak _

pedig leadna Q, hét. E kettds ciklus utdn
minden visszajutna eredeti allapotéba, s a fo-
lyamat egyediili eredménye az lenne, hogy
W’ — W munkat végeztiink, s a T, hmérsék-
letl hoétartalybol energiat vontunk el! Mivel
voltunk olyan eldvigydzatosak, hogy a Q; h&t
visszajuttattuk a 7; hdmérséklet( hotartdlyba,
¢ hitartalynak nem kell nagyon nagynak len-
nie, s ezért elhelyezhetd a kombinalt 4+ B gép
,belsejében”. Kombinalt gépiink tehat vég-
eredményben W’ — W hét vont el a T, hdmér-
sékleti hétartalytol, s e hét munkava alaki-
totta. Carnot posztuldtuma szerint azonban
egyetlen, adott hémérsékletli hédtartilybol
nem nyerhetiink hasznos munkat ugy, hogy
ekdzben semmi mds ne vdltozzék. Ebbol
viszont kovetkezik az, hogy nem épithetd
olyan gép, amely a 7; homérsékleten vesz fel
és a T, hémérsékleten ad le hét, s tobb munkat
végez, mint az ugyanezen hdmérsékletek ko-
z6tt miikodd reverzibilis gép.

Most azt tegyiik fel, hogy a B gép is rever-
zibilis. Ekkor természetesen nemcsak az igaz,
hogy W’ nem nagyobb, mint #, hanem érve-
lésiinket megforditva az is belathat6, hogy
W sem lehet nagyobb W’-nél. Ha tehat mind-

két gép reverzibilis, akkor munkavégzésiik . .

megegyezik. Ezzel el is jutottunk Carnot
ragyogd végkovetkeztetéséhez: ha egy gép
reverizbilis, akkor teljesen mindegy, hogy
milyen a szerkezete, hiszen ha T; h&mérsek-
leten adott mennyiségli hot vesz fel, s a hot
T, homérsékleten adja le, a végzett munka
mennyisége fiiggetlen a gép szevkezetétdl.

Ha talilnank olyan tdrvényt, amely meg-

_ szabja, hogy mekkora munkdt végez gépiink,
- ha #; h6mérsékleten Q, ht vesz fel és a h6t T,

hémeérsékleten adja le, akkor univerzalis, min-
den anyagra érvényes torvényhez jutnénk. Ter-

- mészetesen, ha valamely speciélis anyag tulaj-

donsdgait ismernénk, akkor erre az anyagra
levezethetnénk ezt a tdrvényszerfiséget, s az-
utdn egyszerfien azt mondhatnank, hogy rever-
zibilis gépnél minden mds anyagra ugyan-
ekkora a munkavégzés. Ennek a gondolatnak
a felhasznéladsdval talilhatjuk meg az Gssze-

© fiiggést pl. egy gumiszalag melegitéskor ta-

pasztalt Osszehtizdddsa és Osszehtizdddskor

" “bekovetkez6 lehfilése kozdtt is. Egyszerfien

azt kell tenniink, hogy épitiink vele reverzibilis
gépet, s elvégziink egy teljes korfolyamatot.
A ciklus sordn végzett munkak Ssszege éppen
az elébbi egyetemes Osszefiiggést adja, amely
fliggetlen az anyag min8ségétdl. Az anyagok
tulajdonsdgai tehat korldtozottak; nem ké-
szithetiink olyan anyagot, amilyet csak aka-
runk, hiszen akkor olyat -is feltalalhatnank,
amely egy reverzibilis ciklusban a maximalisan
megengedett munkanal t&bbet végezne. Ez az
elv, ez a korlatozds a termodinamikabo] le-
vezethetd egyetlen redlis szabaly.

44.4 Az idedlis gép hatisfoka

Hatarozzuk most meg, hogy hogyan fiigg
a W munka a Q,, Ty, T, mennyiségektsl. El15-
szbr is nyilvanvalé, hogy W arinyos Q,-gyel.

Léssunk most hozza altaldnos Ssszefiiggs-
slink levezetéséhez. Vizsgdljunk meg ezért egy
olyan reverzibilis gépet, amelyben a munka-
végz6 kozeg tulajdonsagait jol ismerjiik. (Cé-
lunkat tisztdn logikai meggondoldssal is el
£rhetnénk. Ez a fejtegetés a fizika t6rténetének

_ legszebb gondolatmenetei kozé tartozik, s

mivel nem szeretnénk teljesen kihagyni, ké-
$6bb majd roviden visszatériink ra. El&szor
azonban vélasszuk az egyszer(ibb, sokkal ke-
vésbé elvont modszert, vagyis végezziik el a
szdmitast idedlis gizra.)

Mivel W = Q,—Q0,, feladatunk minddssze
az izotermikus kompresszié és expanzi6 soran
felléps O, és Q, nagysiginak kiszdmitasa.
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Hatérozzuk meg pl. elészor a Q; hét, amelyet
a T; hémérsékleten vesz fel a gdz, mikdzben a
Pa nyomdssal, V, térfogattal és T, h6mérsék-
lettel jellemzett @ pontbdl a p, nyoméssal,
Vs térfogattal és az el6bbivel megegyezé T,
hémérséklettel jellemzett b pontig izotermiku-
san kiterjed (44.6 4dbra, I szakasz). Az idedlis
géz molekuldinak energidja csak a hémérsék-
lett&l fligg, s mivel a hémérséklet és a mole-
kuldk szdma az a és b pontban megegyezik,
¢ két pontban a gz belsd energidja is egyenl8.
Igy U nem vdltozik; a kiterjedés soran a gaz
altal végzett

W b
= dv
a". p

m{mka egyenld a tartdlybol felvett Q; hével.
Mivel a kiterjedéskor pV = NkTy, ezért

_ NkT,
=5
tehat
3 b
0, = jpdV: JNled_V,
|4
a a

vagyis a 7, h8mérsékletii tartalybol elvont hé

Vi
Q, = NKT; In 2. (44.4)
Ve
Uqum’gy a T, homérsékleten végzett komp-
resszi6 folyaman (44.6 4bra, 3 szakasz) a T,
hémérsékleti tartalynak leadott hé

Qy = NKkT,In Ve . (44.5)
Va
Most mar csak az a feladatunk, hogy a V,/V;
fés Vb/Va hdnyadosok Ssszefliggését megtalal-
juk. Hasznéljuk fel, hogy a b-t8l c-ig terjedd
szakasz adiabatikus expanzi6, amelynek sorén
pV* allandé. Mivel p¥V = NKT, el6bbi ssze-
fiiggésiinket (p¥)V* 1 = 4llandé alakba at-
frva T-re €s V-re azt az Osszefiiggést kapjuk,
hogy T¥* = 4liandd, vagyis

TVl =T,p% 1, (44.6)

v
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Ugyanigy a 4 szakasz,ba d-tél Zz-ig tartd expan-

zi6 szintén adiabatikus.

T\Vil =T, Vi, (44.6a)

Ezt az egyenletet az el6z6vel elosztva azt kap-

juk, hogy V,/V, és V.|V, megegyezik, vagyis

a (44.4) és (44.5) képletben a logaritmusok
egyenldk, s igy

2 _ %

7, T, 44.7)
Ez a keresett Osszefiiggés. Bar levezetésiinket
specialis, idealis gazzal m{ik6d6 gépre végez-
tiik, a végeredmény mégis, mint tudjuk, min-
den reverzibilis gépre igaz.

Hogyan kaphaté meg ez az univerzalis tor-
vény tisztan logikai uton, anélkiil, hogy az

anyag barmilyen tulajdonsaganak ismeretét

feltételeznénk ? Legyen harom gépiink és ha-
rom hémérsékletiink T, T, és T3 Az elsd gép
vegyen fel O, hét Ty hémérsékleten, végezzen
W3 munkét és adjon le Q; hét a T; hémér-
sékieten (44.8 dbra). A masodik gépet miikod-
tessitk 7, és 7, kozott forditott irdnyban.

T
Q
Qs
3 _-.W‘l
Q
T 1 — Wy
9,
Wy—af 2 ~ Q,
a]
T
7 7 :

44.8 4bra. Az I és 2 gép egyiittesen egyenértékl
a 3 géppel

E gép méreteit valasszuk meg 1gy, hogy a T
hémérsékleten éppen Qs hét vegyen fel; a T,
hémeérsékleten leadott hét jelolie ekkor Q.
A gép forditott irdnyban miikodtetéséhez
sziikséges munkat jelolie W,, (a gép 4ltal
,,végzett” munka természetesen negativ). Az
els6 gép egy ciklusban Q, hot vesz fel és a T3

hémérsékleten Q5 hét ad le; a méasodik gép -

viszont e leadott h6vel egyenl6 Qg hét vesz fel

a T; hémérsékleten, s a T, hémérsékleten ad

le hét. A két gép Osszekapcsoldsaval kapott
gép tehat O, hét vesz fel T, hmérsékleten és

Q,-t ad le Tyn, s igy megfelel egy harmadik,

T; és T, h6mérsékletek kozott miikods gép-
nek. Mint az elsé f6tételbdl kozvetleniil 1at-
hatd, az Osszetett gép W, 3— W3, munkdja
valoban megegyezik Wi,-vel, a harmadik gép
munkajaval:

Wis— W:sz = (Qr— Qs)f (Qz‘Qs) =
=01—0 = W

Ezutin hozzakezdhetiink a gépek hatas-
foka kozotti Osszefiiggés meghatdrozisihoz,
hiszen az el6z6kbél vilagosan lathatd, hogy
feltétleniil lennie kell valamilyen Osszefiiggés-
nek a Ty és Tg, Ty és Ty, ill. T és T, hémérsék-
letek kozodtt mikodd gépek hatasfoka kozott.

Gondolatmenetiink igen egyszer{i. Mint
lattuk, a 7 hémérsékleten felvett és T,-n le-
adott h6 kapcsolata konnyen megadhatd, ha
tudjuk, mekkora gépiink héleadasa egy har-
madik, 7; h6mérsékleten. Ha 6nkényesen be-
vezetiink egy alaphSmérsékletet, s feltessziik, -
hogy a gép mindig ezen a hdmérsékleten ad le
ho6t, akkor ebbdl az analizisb6l a gép vala-
mennyi tulajdonsidgat megkapjuk. Mds sza-.
vakkal: ha ismernénk egy olyan gép hatds-
fokat, amely 7 és egy Onkényesen rogzitett
standard hémérséklet k6z6tt miikédne, akkor
tetszbleges mas hémérsékletkiilonbségre is ki
tudndnk szamitani a hatdsfokot. Mivel csak
reverzibilis gépekkel foglalkozunk, a végh6-
mérséklethez mindig eljuthatunk Ggy, hogy
el6szor a kezdeti hémérséklettdl a standard
hémérsékletig, majd a standard hémérséklet-

t6l a véghdmeérsékletig miikddtetjitk a gépet. |

Nevezziik a standard hémérsékletet onkénye-
sen egy foknak (1°). Vezessiink be kiilon jelo-
1ést a standard hémérsékleten leadott hore is:
legyen ez Qs. Mint a harom, kiilonb6zé ho-
mérsékleten miikod6 géppel kapcesolatban mar
megmutattuk, ha egy T hdmérsékleten Q, hot
felvevs gép 1°-on Qs hét ad le, s ha egy Ty ho-
mérsékleten Qy hét felvevé gép 1°-on ugyan-

(44.8)

csak Qs hét ad le, akkor egy Ty-en Qy hét fel-

--vevé gép To-n Qy hét ad le.

" "MindGssze azt kell tehat kiszdmitanunk,
hogy mekkora Q, hét kell felvennie egy gép-

--nek T;-hémérsékleten ahhoz, hogy 1° h8mér-

sékleten adott Qs hét adjon le. Ha ezt kisza-
mitottuk, akkor feladatunkat meg is oldottuk.
Vezessiik be Q,, T helyett a Q, T jelolést.
A Q ho természetesen fiigg a 7 hémérséklet-
t6l, mégpedig vele egyiitt novekszik, hiszen,
mint tudjuk, ahhoz, hogy egy gépet forditott
irdnyban mikodtessiink és igy a hét ala-
csonyabbrol magasabb hémérsékletre vigyiik
at, munkat kell végezniink. Az is kénnyen lat-
haté, hogy a Q hd ardnyos Qs-sel. Az altala-
nos torvény tehat a kovetkez6: az a Q hé,
amelyet egy gépnek T hémérsékleten fel kell
vennie ahhoz, hogy 1° hémérsékleten Qs hét
adjon le, a Q5 hdnek és a T hémérséklet vala-
milyen monoton névekvd fiiggvényének szor-
zataként irhaté fel, vagyis

Q =0sf (D). (44.9)

44.5 A termodinamikai hmérséklet

Ne foglalkozzunk most azzal, hogy mi is
az f(T) monoton névekvd fiiggvény pontos
alakja, ha 7 a megszokott, higanyos h6mérén
leolvasott hémérséklet, hanem ehelyett vdlasz-
szunk egy uj hémérsékleti skalat. Régen a ,,h6-
mérsékletet” Onkényesen Ugy definidltak,
hogy a viz h8tdguldsidnak nagysigit egyenld
részekre osztottak. Az igy kapott fokbeosztas
higanyos h6mér6n nem adddik teljesen egyen-
letesnek. Jelenlegi tuddsunk alapjin viszont
mdr a specidlis anyagi tulajdonségoktdl fiigget-
leniil is definidini tudjuk a hémérsékletet. Fel-
hasznélhatjuk erre az f(7) fiiggvényt, amely
nem fiigg a gép szerkezetétdl, hiszen a rever-
zibilis gép hatdsfoka nem fiigg a munkakozeg
fajtajatol. Mivel a kapott fiiggvény a h6mér-
séklettel monoton n6, definidljuk magdt ezt a
fiiggvényt hémérsékletként, s egységeként va-
lasszuk az 1° standard h&mérsékletet, vagyis
legyen

Q = ST, (44.10)
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ahol
S = Q,/1° (44.11»

Eszerint valamely test h&mérsékletét tigy ha-
tarozhatjuk meg, hogy a testet és az 1° hémér--
séklet{i htartalyt reverzibilis gép kozbeikia~
tésdval kapcsoljuk 6ssze, s megmérjiik, hogy
a felvett h® héanyszorosa a leadott hének
(44.9 4bra). Ha pl. a testtd] elvont hé az 1° hé-
mérsékletli hétartalynak leadott h6 hétszerese,
akkor a test hémérséklete 7° stb. Igy a kiilén-
b6z6 hémérsékleteken felvett h6mennyiségek
mérésével meghatarozhatjuk a hémérséklete-
ket. Az igy definidlt hémérséklet az anyagi
mindségibl fiiggetien, neve: termodinamikai
(abszolut) hémérséklet. A kdvetkezbkben a
hémérsékletnek kizardlag ezt a definicidjat
alkalmazzuk*.

L2 L r

Q=ST
4

Reverzibilis gép W=0—51°

Vv !

44.9 abra. Az abszolut termodinamikai hémérsék-
let

Ha van két gépiink, s az egyik 7} és 1°, a.
masik T, és 1° koz6tt mitkodik, s 1°-on ugyan--
akkora h&t adnak le, akkor az el6z8k alap-
jan:

(44.12)

* A hémérsékleti skalat korabban ett6l eltérSen:
gy definidltuk, hegy idedlis gdzban a molekuldk
atlagos kinetikus energidjat a hdmérséklettel ara-
nyosnak tekintettiik, ill. az idedlis gdztdrvényben
pV-t T-vel aranyosnak vettiik. Ekvivalens ezekkel
az 4j definici6 ? Igen, mivel a giztérvénybdl leveze-
tett (44.7) Osszefliggés megegyezik az iit levezetett
képletiinkkel. Erre a kérdésre a kévetkezd fejezet-
ben még visszatériink.
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~ Eszerint, ha egy gép 7; és T, kozott mlikodik,

s T; hémérsékleten Q; hét vesz fel, T, hé-
mérsékleten pedig O, hét ad le, akkor — s ez
-egész meggondoldsunk végeredménye — Q,
ugy aranylik T;-hez, ahogyan Q, aranylik
T,-hoz. Feltéve, hogy a gép reverzibilis, ez az
-Osszefiiggés a felvett €s leadott hé kdzodtt min-
-dig fennall. Ez az egész termodinamika Iényege
amely magaban foglalja mindazt, amirdl a
tovabbiakban sz0 lesz. - . L

Ha valdban csak ennyibdl 4ll az egész ter-
modinamika, akkor miért tartjdk azt olyan
nehéz tudoménynak? Nos, tegyiik fel, hogy
le akarjuk irni egy anyag viselkedését. Ha az
anyag mennyisége adott, akkor hémérsékleté-
nek és térfogatanak megaddsaval barmely id6-
pillanatban leirhatjuk allapotat. Ha ismerjiik a
térfogatot és a h6mérsékletet, s tudjuk, hogy
-ezeknek milyen fiiggvénye a nyomads, akkor
ismerjiik a bels® energiat is, de tekinthetjiik a
térfogatot a hémérséklet és a nyomads fiigg-
vényének, s hozz4 hasonlban a belsd energiat
is, és igy tovabb. Nohéat ezért olyan nehéz a
termodinamika, mert mindenki masképp kezd
hozza!

Foglalkozzunk most tételiink kovetkezmé-
nyeivel. Eppugy, mint ahogy az F = ma Gssze-
fiiggés a mechanika alaptorvénye, s minden
mas csak szdmolasi probléma, most talalt tor-
vénylink is magaban foglalja az egész termo-
dinamikat. De vajon mire kovetkeztethetiink
-¢bbdl a torvénybdl?

El6szor is, ha az energiamegmaradas tor-
vényét kombindljuk most kapott, Q; € O,
kapcsolatat megado torvényiinkkel, konnyen
‘kiszamithatjuk egy reverzibilis gép hatdsfokat.
Az elsd f6tétel szerint ugyanis W = Q;—Q,,
4j torvényliink szerint viszont

T
Qz = Tjgl,

-ezek alapjan a végzett munka:

l:‘!

\ —
) = Q1¥-

/ -4

i

V':Ql(l—

-

(44.13)

E képlet megadja, hogy mennyire , hatdsosan”

mikodik géplink, vagyis adott hé felhasz-

naldsdval mennyi munkat végez. A gép hatés-

foka tehdt a 7, és 7, kozti homérséklet-

kiilonbségnek és 74-nek, a magasabb hémér-
sékletnek a hanyadosa:

172 Ti—T,

n a; T (44.14)

A hatasfok nem lehet egynél nagyobb, az

abszolut hdmérséklet pedig nem lehet zérus-
nal — az abszolut zérusnal (1) — kisebb. Igy,

“mivel 7, pozitiv, a hatisfok mindig kisebb

egynél. Ez torvényiink eisd kovetkezménye.

44.6 Az entrépia

A (44.7) vagy (44.12) egyenletet igen érde-
kesen értelmezhetjiik. Ha gépiink reverzibilis,
akkor 0;/T7 = 0,/T,, és azt mondhatjuk,
hogy Q, h6 a T hémérsékleten és Q, hé a T,
hémérsékleten ,,ekvivalens abban az érte-
lemben, hogy az egyik felvétele a mésik leada-
sat vonja maga utin. Célszerlinek latszik
tehat a Q/T hanyadost kiilon mennyiségnek
tekinteni; e mennyiségbdl egy reverzibilis cik-
lus sordn ugyanannyi nyelédik el, mint ameny-
nyi felszabadul, vagyis Q/T nem csékken  és
nem is né. Ezt a Q/7 mennyiséget entropidnak
nevezve azt mondhatjuk, hogy ,,egy reverzibi-
lis ciklusban az entrdpia eredé megvaltozasa
zérus”. Ha T = 1°, akkor az entrépia Qs/1°,
vagyis kordbbi (44.11) jel6lésiinkkel Qs/1° = S.
Az entropia, amelynek éltaldnosan elfogadott
jele S, szamértékben tehat megegyezik Q-
sel, vagyis az 1° h&mérséklet(i tartilynak le-
adott hovel (maga az entrépia nem hg, di-
menzidja J/K).

Arra az érdekes eredményre jutottunk te-

hat, hogy a nyomas és a belsS energia mellett,
amelyek a hémérséklet és a térfogat fiiggvé-
nyei, még egy mennyiség van — az anyag
entrépidja —, amely csak az allapot fiiggvénye.

Foglalkozzunk kissé részletesebben az ent-
ropia mérésével, s probaljuk megmagyarazni,
mit értiink azon, hogy az entrdpia ,,allapot-
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fiiggvény”. Tekintsiik egy rendszer két kiilon-
b6zd 4allapotat. Esetiink ahhoz a kisérlethez
hasonld, melynek sordn a gaz adiabatikus és
izotermikus térfogatvéaltozasait vizsgaltuk.
A p— V-diagramra tetsz8leges gorbét beraj-
zolhatunk; minden ilyen gorbéhez hozziren-
delhetd a gaz reverzibilis allapotvaltozdsainak
egy sorozata. Valasszuk ki egy gorbét a giz
kezd&- és végallapotanak megfeleld a €s b pont
kozott. Tegylik fel, hogy az a-bol b-be vezetd
gbrbe minden pontjan van egy kis hotar-
talyunk, amelyeknek hémérséklete sorra meg-
_egyezik a gbrbe megfeleld pontjahoz tartozd
hdmeérséklettel, tehat a gaz az elemi allapot-
valtozdsok sordn felszabadulé DQ elemi hét
mindig reverzibilisen adja at a hozza tartozd
hétartalynak. Kapcsoljuk 6ssze ezutan mind-
egyik hétartalyt egy-egy reverzibilis gépet
kozbeiktatva, ugyanazzal az egységnyi h§-
mérsékletli hétartallyal. Miutdn az anyagot
atvittitk az a-bol a b allapotba, allitsuk vissza
a kis hétartalyok eredeti allapotat. Végered-
ményben tehdt az allapotvaltozdsok soran
kiilonb6zd hémérsékleteken felszabadult DQ
elemi héket reverzibilis gépek munkava alaki-
tottak, s az egységnyi hémérsékleten az egyes
zépek

dS =DQ/T

eatrépiat adtak le.

Szamitsuk ki a teljes leadott entropiat. Az a
és b kozotti entrdpiakiilonbség, vagyis az az
entropia, amely specidlis reverzibilis folyama-
tunk elvégzéséhez sziikséges, megegyezik a kis
hétartilyoktol elvont és egységnyi hOmérsék-
leten leadott entrépidval:

b

Do
Sb—'Sa = J —T— .

a

(44.15)

{44.16)

Fiigg-e ez az entrOpiakiilonbség a valasztott
1ttol? Az a-bdl a b pontba tobb tton is eljut-
hatunk; gondoljunk pl. arra, hogy a 44.6
abran lathato Carnot-ciklusban a-bél c-be el-
juthatunk akar a b, akar a d ponton keresztiil,
vagyis az izotermikus és adiabatikus szakaszok
sorrendjét felcserélhetjitkk. A kérdés tehat az:
ugyanakkora-e az entrdpiaviltozas, ha a-bél

b-be két kiilonb5z6 gorbén jutunk el (44.10
abra)? Ugyanakkordnak kell lennie, hiszen ha
egyik gbrbén a-bol b-be megyiink, a masikon
b-bdl a-ba, akkor zart ciklust kapunk, ami
megfelel egy reverzibilis gépnek, s ezért az
egységnyi hdmérsékleten leadott hé zérus. Igy
tehdt az a-bol b-be jutdshoz sziikséges entropia
nem fiigg az urtdl, csak a végpontoktol. Ezért
mondhatjuk azt, hogy az anyag entropidja
csak az allapot fiiggvénye.

i

! [5 Hétartaly

T

|

E;]Gépek

Y

Hémérséklet

Térfogar

44.10 abra. Az entrdpia megvaltozasa reverzibilis
dllapotvaltozas esetén

Ily médon megadhato egy S(V, T) fiiggvény,
amelynek az a tulajdonsiga, hogy ha az anya-
got tetszbleges reverzibilis titon vissziik 4t az
egyik allapotbél a masikba, akkor a AS ent-
ropiavaltozas éppen egyenld az egységnyi ho-
mérsékleten leadott hével, vagyis

As = | 22
T

(44.17)
ahol DQ az anyagbdl 7 hSmérsékleten elti-
voz6 ho. A teljes entropiavaltozas a kezdeti és
végsS ponthoz tartozé entrépidk kiilonbsége:

AS = S(Vy, T)—S(Va, To) = %Q—.

(44.18)

Ez az Osszefiiggés nem irja le az entropiat,
csak a két végallapot kdzotti entrépiakiilonb-
séget hatdrozza meg. Ahhoz, hogy az S fiigg-
vényt magat meghatdrozhassuk, ismerniink



7% A TERMODINAMIKA FOTETELEI

kellene az entrépi{ﬁ vala'.melyik' specidlis alla-

potban. .

Sokdig azt hitték, hogy maganak az entré-
pianak nincsen fizikai jelentése és csak az
entropiakiilonbségek definidlhatok. Késdbb
azonban Nernst kimondta az altala hdtételnek
nevezett torvényt, amelyet a termodinamika
harmadik f&tételének is szokds nevezni.
E rendkiviil egyszer(i torvényt itt csupan
kozoljiik, de nem magyardazzuk meg, hogy
miért igaz. Nernst posztuldtuma egyszeriien
azt allitja, hogy az abszolut zérus hémérsékle-
ten minden test entropidja zérus. A specialis,
T = 0 hémérsékletti allapotokra tehat tudjuk,
hogy S = 0, s ennek alapjdn az entrépia érté-
két barmely mas allapotra is meghatirozhat-
juk.

Tamasszuk ald az elmondottakat azzal,
hogy kiszamitjuk az idedlis gaz entropidjat.
Izotermikus (és egyben reverzibilis) kiterje-
déskor [ DQ/T = QT, hiszen T 4llando, ezért
(44.4) szerint az entrépiavaltozés

Va

—,
Vs

S(Va, T)—S(Vs, T) = Nk 1n

vagyis S(V, T) = Nk In V plusz egy csak a hi-
mérséklettdl fiiggd mennyiség. Milyen fiigg-
vénye S a T hémérsékletnek? Reverzibilis
adiabatikus kiterjedés esetén, mint tudjuk,
hécsere nincs. Igy az entrépia V valtozasakor
sem véltozik, feltéve, hogy TV* 1 = konst.
Ebbdl viszont, mint kénnyen lathato, kovet-
kezik, hogy

S(V, T) =Nk [ln V— InT] +a,

%—1

ahol az a alland6é mar sem V-t6l, sem 7-t51
nem fiigg. (et kémiai 4allandénak nevezik,
értéke csak a kérdéses gdz mennyiségétsl és
anyagi min0Oségét6l fiigg.) Az a 4allandot
— Nernst tétele alapjan — a kovetkez8képpen
lehet kisérletileg meghatdrozni. A gizt addig
hiitjiik, mig cseppfolyés, majd szilird nem
lesz, s végiil eléri az abszolut zérus hémérsék-
letet (kivétel csak a hélium, amely zérus fokon
is cseppfoly6s); ekézben minden hémérsékle-

“ten mérjiik a felszabadult hét, majd kiszadmit-
juk az [ DQ/T integrilt. (Az o 4llandé a -

Planck-4lland6é és a kvantummechanika fel-
hasznilasaval elméleti titon is kiszémithato,
de ezzel mi nem foglalkozunk.)

Tekintsiik most at az entrépia néhany tulaj-
donségat. El6szor is, mint emléksziink, vala-
mely reverzibilis ciklus @ és b pontja kdz5tt
a munkavégzé kozeg entrdpidjdnak megval-
tozésa .Sp—.S,. Arra is emléksziink, hogy 4lla-
potvéltozas kozben a kozeg entrépidja
— vagyis az egységnyi hémérsékleten leadott

h6 — a dS =DQ/T Osszefiiggésnek meg- |

felelen valtozik, ahol DQ a kozegh6l T-hé-
mérsékieten eltdvozd elemi ho.

Reverzibilis ciklusban az egész rendszer teljes
entrépidja nem valtozik, hiszen a 77 hémér-
sékleten felvett Q; és a 7, h&mérsékleten
leadott O, h6 egyenld nagysagi és ellenkezd
el6jeli entropiavaltozast jelent. Ez litszolag
hasonlit az energiamegmaradas torvényéhez,
val6jaban azonban mégsem megfelelje, mivel
csak reverzibilis ciklusokra érvényes. Mivel a
val6sdgos folyamat irreverzibilis, igy valdja-
ban nem all fenn semmiféle ,,entrépiameg-
maradési” torvény.

Vizsgaljunk meg két példat. Végezziink ei6-
szOr egy testen irreverzibilis stirl6dasi munkat;
a T hémérsékletli testben 1étrejovés surlodasi
hét jelolje Q. Az entrdpia megndvekedése
ekkor Q/T. A Q hé egyenld a végzett munka-
val, s igy ha egy testen W surlddasi munkat
végziink, akkor az entrépia novekedése W/T.

Egy masik példa az irreverzibilitdsra: ha
két kiilonb6z6, mondjuk 7 és T hémérsék-
letd testet érintkezésbe hozunk, akkor a testek
ko6z6tt bizonyos hécsere megy végbe. Tegyiik
fel pl.,, hogy egy forré kovet hideg vizbe
tesziink. Ha a T'-r6l T,-re transzportal6do hé

AQ, akkor a k& entropidja AQ/T;-gyel csok-

ken, a viz entrépiaja pedig AQ/T,-vel n8. A hé
természetesen a magasabb 7; hémérsékletrsl
dramlik az alacsonyabb T,-re, s igy AQ pozi-

tiv.
Az entrépiavaltozés tehat szintén pozitiv:
_ Ao AQ

AS = ———.

44.
T, T, (44.19)

Hémérséklec |

Az encropia teljes megvaltozisa zérus

Térfogat

44.11 dbra. Az entropia megvaltozésa teljes rever-

___ zibilis kbrfolyamatban

Igaz tehat a kovetkezd allitds: az entrépiat
minden irreverzibilis folyamat noveli. Mivel
reverzibilis folyamat nincs, az entrdpia mindig
5.

Sajnos e konyvben nincs médunk ra, hogy
a termodinamika tudoménydban nagyon el-
mélyedjiink. Célunk csupan az volt, hogy a
fontosabb gondolatokat illusztraljuk.

Az ¢ fejezetben targyalt tdrvényeket a 44.1
tablazatban foglaltuk Sssze. A kovetkezo feje-
zetben e tdrvények néhany alkalmazasaval fog-
lalkozunk. :
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44,1. tablazat
A termodinamika térvényeinek osszefoglaliasa

Elsé fotétel:

A rendszerrel kdzolt h6+a rendszeren végzett
munka = a rendszer belsS energidjanak meg-
novekedése:

O+W =AU

Mdsodik fotérel.

Nem valosithaté meg olyan folyamat, amelynek
az az egyediili eredménye, hogy egy hétartalytol
hét vonunk el és azt munkavi alakitjuk. Nem
lehetséges, hogy egy olyan gép, amely T, ho-
mérsékleten vesz fel O, hét, és T, hémérsékleten
ad ie O, hét, tobb munkat végezzen, mint a meg-
felel6 reverzibilis gép, amelyre

W=01-0, =0 (1)

Egy rendszer entrdpidjanak definicidja.:

a) Ha egy T hOmérsékletli rendszerrel rever-
zibilisen AQ hét kozliink, akkor a rendszer
entropidjanak névekedése AS = AQ/T.

b) A T =0 hémérsékleten S = 0 (harmadik
fotétel).

Reverzibilis vdltozds esetén az egész rendszer
(a hétartalyokat is beleértve) entropidja nem
valtozik.

Irreverzibilis vdltozds esetén a rendszer teljes
entropidja mindig ndvekszik.




45.1 A bels6 energia

AXkkor lesz csak igazan nehéz a termodina-
mika, amikor alkalmazasait kezdjiik targyalni.
Bar a mérnokoket €s a vegyészeket ez a téma-
k6r modfelett érdekelné, kényviinkben csak a
fizikai gondolat ismertetésére szoritkozunk.
A kérdések irdnt részletesebben érdekl6dd
olvasoinknak a termodinamikéval foglalkoz6
szakkonyvek tanulmanyozasat ajanljuk*.

A tovabbiakban a hémérséklet és a iérfoga-
tot tekintjiik fiiggetlen valiozonak é&s két fiigg6
valtozot vizsgalunk, a belsd energiat és a nyo-
mast. Bzek segitségével barmely mds termo-
dinamikai fiiggvény elGallithato.

Kezdjiik egy. kis matematikaval. Ha egy
mennyiség két valtozotol fiigg, akkor differen-
cidlhanyadosat nem definidlhatjuk olyan egy-
szerfien, mint az egyvaltozds esetben. Mit
értsiink a nyomas hémérséklet szerinti diffe-
rencidlhanydosan? A hémérsékletvaltozas
okozta nyomdsvaltozas természetesen attdl is
fiigg, hogy a hémérséklet valtozisa kdzben
hogyan valtozik a térfogat. A homérséklet
szerinti differencidlhdnyadosnak csak akkor

* A modern termodinamika magyar nyelvi
monografidja Fényes I.: Termosztatika €s termo-
dinamika (Mdszaki Konyvkiado, Budapest, 1968.)
c. konyve. A témakér népszerli ismertetései
Fényes I.. Entropia (Gordolat, 1962.), ilietve
Fizika és vilagnézet (Kossuth, 1966.) miivei.

A termodinamika néhany kiilonleges kérdésével
foglalkozik Gyarmati I.: Nemegyenstlyi termo-
dinamika. (M{szaki K6nyvkiado, Budapest, 1967.)
c. miive.

Ujabb &sszefoglalé mi pl. Harmatha A.: Ter-
modinamika miiszakiaknak (Mfuszaki Ko&nyv-
kiado, 1982) c. konyve (Szerkesztd ).

45 A termodinamika alkalmazisa

lesz pontosan meghatérozott értelme, ha meg-
adjuk a térfogat megvaltozasat. Kérdezhetjiik
pi. azi, hogy mennyit véitozik a p nyomds a T
hémérséklet kis megvaltozdsakor, ha kdzben
a V térfogat nem valtozik. Az igy kapott meg-
valtozasok hanyadosa éppen a kOzOnséges
differencidlhdnyados, amelynek szokésos jels-
1ése dp/dT. A p nyomas azonban 7-n kiviiljmég
egy masik valtozétdl, V-t8l is fiigg, amelyet
azonban allanddnak tartunk. Emiékeztetdiil
ezt a differencialhdnyadost &ltaldban Op/c7-
vel jeldljiik. Mi, amellett, hogy a @ szimbc-
lumot hasznaljuk, hangsdlyozva ezzel, hogy
valamilyen mas valtozot allandé értéken tar-
tunk, ezt az allandé értéken tartott valtozot
indexben le is irjuk: (Op/0T),. Mivel csak két
fiiggetlen valtozénk van, erre tulajdonképpen
nem lenne sziikség, de ennek segitségével kony-
nyebben tdjékozédunk a termodinamika par-
cialis differencialhdnyadosai korében.

Tekintsiik az x, y fiiggetlen valtozok
£ (x, y) figgvényét. A (0f/0x), szimbolummal
azt a kozonséges differencialhdnyadost jeldl-
jiik, amelyet akkor kapunk, ha y-t 4lland6 ér-
téken tartjuk: ;

( of ) . faFAx, p)—f(x, ¥
= lim .
¥ Ax —0

ox Ax

Hasonldan:

(8;’\’ - fm & y+AN—fCe )
~ = lim .
oy Ay —>0 Ay

\ ;I x

Ha pl. f(x, ») = x>+ yx, akkor (3f/ox), =
= 2x+y és (©ffSy) = x.

E jelolést magasabb differencialhdnyado-
sokra is kiterjeszthetjitk: 02fjoy?, 92f/0ydx,

--amelyek koziil pl.-a mésodik azt jelenti, hogy

az f fliggvényt elészor y-t allanddnak tekintve
x, majd x-et allandénak tekintve y szerint
differencidljuk. A differencidldsok sorrendje

Af = fe+Ax, y+Ay)—f(x,3) =
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egyébként lényegtelen: 0%//0x0y = 0%/0yox..
Sziikséglink lesz az f(x, ) fiiggvény Af meg-
valtozasara, ha x értéke x+Ax-re és y értéke
y+Ay-ra valtozik. A tovédbbiakban mindig
fe‘ltessziik, hogy Ax és Ay végteleniil kicsiny..
Ekkor

= fx+Ax, y AR —F(x, y+AY) + f(x, v+ Ay)— flx, 3) = (45.1»
of of
= Ax (2L A
(), o+ ~E)

Ezzel megkaptuk a Afés a Ax, Ay megvaltoza-
sok kozotti alapvetd Ssszefiiggést.

Példaként szdmitsuk ki az U(T, V) belsé
energia megvaltozasat, ha a hémérséklet 7-r61
T+AT-re, a térfogat pedig V-r8l V--AV-re
valtozik. A (45.1) egyenlet felhasznalisaval

oU oU

AU =AT (— —-— 2

T V—i—AV ) (45.2)
T

Az el6z6 fejezetben a belsd energia AU meg-

véaltozdsinak egy masik, a Q hékozlést tar-

talmazé alakjéra jutottunk:

AU = Q—pAV. (45.3)

A (45.2) és (45.3) képletet Ssszehasonlitva elss
pillanatban azt hihetnénk, hogy p = (QU/3V)y,
a{ni azonban nem igaz. A helyes Ssszefiiggés
kiszdmitdsdhoz tegyiik fel el6szor, hogy mi-
kozben a gazzal Q hét kdzliink, a térfogatot
nem valtoztathatjuk, azaz AV = 0. Ekkor
(45.3) szerint AU = Q, (45.2) alapjan pedig
AU = (@U/eT)y AT, s igy QU/OT)y = QJAT.
A Q/AT héanyadost, vagyis azt a hét, amelyet
valamely anyaggal allandé térfogaton kozélve,
annak hémérsékletét egy fokkal emeli, dllands
térfogathoz tartozd fajhének nevezziik, és cp-vel

--jeloljikk. Megmutattuk tehat, hogy

oU PN
T , =cy. {45.4)

Ko6z0ljlink most a gazzal ismét Q hét, de ez
esetben T legyen édllando, s a térfogat valtoz-
zék meg AV-vel. Ez az eset bonyolultabb az
el6z6nél, de az elbz8 fejezetben tirgyalt Car-

not-korfolyamat alapjién mégis ki tudjuk sza--
mitani U megvaltozasat.

A Carnot-kérfolyamat p— ¥V diagramja a
45.1 4brén lathatd. Mint mér bebizonyitottuk,.
a gaz teljes munkéja egy reverzibilis ciklusban
QO(ATT), akol Q a gizzal T hdmérsékleten:
koz61t h8, mikdzben a térfogat az izotermikus.
expanzi6 sordn V-6l V+AV térfogatra val-
tozik, T—AT pedig a mésodik, adiabatikus
szakaszban elért végsé hdmérséklet. Azt &llft-
juk, hogy e munka megegyezik a 45.1 4bra.
bevonalkdzott tartomanyanak teriiletével.

Nyomas

Térfogat
4§ 1 é.br.a. Carnot-korfolyamat nyomas — térfogat—
diagramja
A' T és T—AT jelzésti gorbék izotermak, a mered: g6
bék gdiaba,ték; é V a térfogat megvé.ltozésa, m?i(eé;l];:: Z 32;:
zal 4llandé T hémérsékleten Q hét kozlink; Ap a nyoxenés-

megvaltozasa, alland6 térfogat esetén, mikdzbe 4z D&~
mérséklete 7-r61 T—ATure valtozik e Emae

A gz munkdja, mint tudjuk, | p d¥, s e
munka a gaz kiterjedésekor pozitiv, kompri-
mélésakor pedig negativ. A p— ¥V gbree ¥V
minden egyes értékéhez megadja a megfelels:
D értéket. A gaznak a térfogatvaltozas sorin.
végzett munksja, f p dV, megegyezik a ¥V tér-



~ fogat kezdeti és végs6 értéke kozotti-gbrbe-

szakasz alatti teriilettel. Ezt a Carnot-kor-
~ folyamatra alkalmazva konnyen lathatd, hogy
‘ha az egész cikluson végigmegyiink, s ekdozben
vigyazunk, hogy a gaz 4ltal végzett munkat
mindig a helyes el&jellel vegyiik, akkor a gz
ered6 munkdjaként valéban a 45.1 4bra vonal-
kézott teriiletét kapjuk.

Hatarozzuk meg ezt a teriiletet. A 45.1 ab-
ran lathatd ciklus az elézd fejezetben szerep-

av

N
R

v

45.2 dbra. A vonalkdzott teriillet = a szaggatott
vonalakkal kériilhatarolt terilet = a négyzet
teridete = Ap AV

A géz altal végzett munka = bevonalkdzott teriilet = AVAp = Q (—T—

vagy
AT

- (V-nek AV-vel valdo megvaltoztatdsdhoz sziikséges h6)spangs 7 =

= AV (p megvaltoztatasa T-nek AT-vel valé megvaltozasakor)spangs 7 »

vagy

ﬁ (V-nek AV-vel valdo megvaltoztatasahoz sziikséges hé), = T(0p/0T)y-

Ez az egyenlet magdban foglalja Carnot meg-
-gondolasainak  legfontosabb eredményét.
A (45.5) egyenlet lényegében véve éppen a
masodik fétételt adja, bar ezt Carnot — mivel
:a héomérsékletnek nem &ltalunk hasznalt de-
finici6jat hasznalta — eredetileg kiss€ mas
.alakban vezette le.

Ezek utdn mar hozzalithatunk (QU/SV)r
meghatdrozdsahoz. Mennyivel valtozik az
U belsb energia, ha allandé hémérsékleten a
térfogatot A V-vel megvaltoztatjuk ? U egyrészt
.azért valtozik, mert a gizzal hét kozilink, mas-
részt azért, mert a gaz munkat végez. A kozolt
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-16t&l csak annyiban tér el, hogy a AT és Q-
valtozast most végtelen kicsinynek tekintjiik: "~
Mind az-adiabatikus,- mind -az -izotermikus -

vonalak igen kézel vannak egymashoz, s ha
a AT és Q novekmények zérushoz tartanak,
a 45.1 abran vastagon kihuzott idom egyre
inkdbb megkdzeliti a paralelogrammat. E pa-
ralelogramma teriilete éppen AVAp, ahol AV
a géz térfogatvaltozdsa, ha dlland6 h6mérsék-
leten Q hét vesz fel, Ap pedig a nyomasvalto-
z4s, mikdzben az alland6 térfogati gaz ho-
mérséklete AT-vel valtozik. Az, hogy a 45.1
4bran bevonalkdzott tartomany valoban

AVAp, kénnyen - beldthato, ha a-45.2 dbrat-—-r

szemiigyre vessziik. Ezen a bevonalkézott
teriilet megegyezik a szaggatott vonallal koriil-
hatéarolt teriilettel, amely viszont -a Ap, AV
oldalakkal jellemzett téglalapbdl egybevagd
haromszdgek hozzdadéséval, ill. levonasaval
nyerhetd.

Osszegezziik eddigi meggondolasunk ered-
ményeit:

AT)

(45.5)

L U —

hé (45.5) szerint
op

0 :T(—) AV,
ar),

a gdzon végzett munka pedig —pAV. A belsé

energia A U megvaltozasa igy a kovetkezd két .

részbdl tevddik Ossze:

} op
AU=T (ﬁ)VAV—pAV. 5.6)

Mindkét oldalt AV-vel osztva megkapjuk
U-nak V szerinti differencialhanyadosat, ha

- T éllandd:

oU . 817)
=T{=—] —p. 45.7)
(8V>T (BT »

A mi termodinamikdnkban, amelyben 7 és ¥

- az egyetlen valtozdkombinicid s ezeknek is

csak két fliggvényével, p-vel és U-val foglal-
kozunk, (45.3) és (45.7) adja azt a két alap-
Osszefiiggést, amelybd]l minden tovabbi ered-
mény levezethetd.

—45.2 Alkalmazasok

Foglalkozzunk most kicsit részletesebben a
(45.7) egyenlet jelentésével, s nézziik meg,
hogyan ad valaszt az el6z5 fejezetben felvetett
kérdésekre. Problémank a kovetkez3 volt.
A kinetikus elméletben a hémérséklet novelé-
sével nyilvanvaldéan a nyomas is névekedik,
hiszen magasabb hémérsékleten a molekuldk
er8sebben ,,bombazzdk” a dugattyut. Ugyanez
a fizikai oka annak is, hogy a dugattyu vissza-
huzédésakor a gz hdmérséklete csokken, és
ahhoz, hogy ez ne kovetkezzen be, hét kell a
gazzal kozOIntink. A gaz kiterjedésekor lehiil,
melegitéskor pedig nyomdsa névekszik. E két
Jjelenség kozott kell lennie valamilyen Gssze-
fliggésnek, melyet éppen a (45.7) egyenlet ad
meg. Ha az allandé6 térfogata gdz hdmérsékle-
tét egy fokkal noveljiik, a nyomas megvaltoza-
sat (Op/dT)- adja. Ezzel szorosan Osszefiigg a
kovetkez8: a térfogat ndvelésekor a gaz lehiil,
s hogy hémérséklete allandé maradjon, hot
kell k6z6Iniink vele, melynek nagységat éppen
(QU/oV)rhatirozza meg. E két effektus kdzott
(45.7) adja meg az 6sszefiiggést. Eppen ez az
az alapvetd Osszefiiggés, amelyet a termo-
dinamikai tanulmanyaink elején jeleztiink. Igy

“most a g4z belsd szerkezetének ismerete nél-

kiil, egyedii! annak alapjan, hogy masodfaju
perpetuum mobile nem készithets, meg tud-
juk adni az Osszefiiggést a gz kiterjedésekor
az 4liandé hémérséklet fenntartdsdhoz sziik-
séges hd mennyisége, valamint a gdz nyomasa-
nak melegitéskor bekovetkez6 megvaltozasa
kOzbtt!

& Mai fizika 4. kot.
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Most, hogy a gdzokra mar megkaptuk a
keresett Osszeftiggést, vizsgaljuk meg a gumi-
szalag problémajit. Ha a gumiszalagot meg-
nyujtjuk, hémérséklete cstkken, ha pedig
melegitjiik, akkor 8sszehuzodik. Milyen egyen-
let adja ugyanazt az eredményt gumiszala-
gokra, amit a (45.3) adott gdzokra? Ha egy
gumiszalaggal O hét kozliink, belsd energija
AU-val megvaltozik és a szalag bizonyos mun-
kit végez. Ez a munka azonban nem pAV,
mint gadzok esetében, hanem —FAL, ahol F a
szalagot kifeszitd er6 és L a szalag hossza.
Az Fer6 a hdmérsékletnek és a szalag hossza-
nak a fliggvénye. A (45.3) egyenletben a pAV
tagot —FAZ-lel helyettesitve a kovetkez&t
kapjuk:

AU = 0+ FAL. 45.8)

Mint (45.3) és (45.8) Ssszehasonlitisabdl lat-
haté, a gézra és a gumiszalagra kapott egyen-
let k6zott csak annyi a kiilonbség, hogy ben-
niik egy-egy betli helyett mds szerepel. Ha
nemcsak e képletben, hanem egész levezeté-
siinkben V-t L-lel, p-t pedig — F-fel helyette-
sitjiik, akkor éppen a gumiszalagra érvényes
analog levezetést kapjuk. Ebbdl pl. kozvetle-
niil Jathato, hogy a szalag hosszdnak AL meg-
valtoztatdsdhoz sziikséges hét a (45.5)-tel
analdég Q =—T(OF/oT) AL bsszefiiggés adja.
Mit jelent ez az egyenlet? Megadja, hogy
hogyan szamithatjuk ki egy rogzitett hosszi-
sdgu, melegitett gumiszalag huzoéerejének meg-
novekedését annak a hének az ismeretében,
amely a szalag kis megnyujtisakor az alland6
hémérséklet fenntartdséhoz sziikséges. A
gizra és a gumiszalagra tehdt ugyanaz az
egyenlet €érvényes. Még altaldnosabban, ha
egy rendszer bels6 energidjdnak megvaltozasa
AU = O+ AAB alakba irhatd, ahol 4 és B
kiilonb6z8 mennyiségeket, pl. erdt és hosszi-
sdgot, nyomdst és térfogatot stb. jelolhet,
akkor a gizra kapott eredmények p-t és V-t
A-val és B-vel heiyettesiive, e rendszerre is at-
vihet6k.

Tekintsiink pl. egy 7 telepet, amelynek fe-
sziiltsége Ur. A telepen haladjon 4t AZ t51tés.
Mint tudjuk, a reverzibilis telepben (akku-
mulatorban) ekkor a munkavégzés UpAZ.



(Hogy a munkaban a pAV tag ne lépjen fel,
tegyiik fel, hogy telepiink térfogata ailandé.)
Mit mond a termodinamika a telep teljesit-
ményérél? A (45.6) egyenletben p-t Ugr-vel,
V-t pedig Z-vel helyettesitve a kovetkezd
Osszefiiggésre jutunk:

AU _T ( oUr\

Ur. (45.9)

Az T or ),

A (45.9) egyenlet megadja, hogyan véltozik
meg a telep U belsd energidja, ha a telepen
AZ t5ltés halad at. Miért nem egyenld AU/AZ
egyszerien a telep fesziiltségével, Ur-vel?
Azétt, mert a telep — mikdzben toltés halad
at rajta — felmelegszik, s igy belsé energidja
nemcsak a kiilsé dramkoérdn végzett munka,
hanem a melegedés miatt is valtozik. Igen
érdekes az, hogy a telepfesziiltség hémérsék-
letfliggésének segitségével a valtozasnak ez a
masik része is kifejezhet. Mikozben a toltés
athalad a telepen, kémiai reakciok mennek
végbe, igy tehat (45.9) alapjan ezek energia-
sziikségletét mérhetjiik. Csupan egy olyan
telepet kell szerkeszteniink, amely a benniin-
ket érdekld reakci6 alapjan miikddik, s meg
kell mérniink zérus 4athaladd 4ram esetén a
telep fesziiltségét, valamint a fesziiltség ho-
meérsékletfiiggését.

Az el6z6kben feltettiik, hogy a telep tér-
fogata 4allando értéken tarthatd, hiszen a mun-
kat egyszerlien UrAZ-nek vettiik és a pAV ta-
got elhagytuk. Az allandé térfogat azonban
technikailag igen nehezen valésithaté meg.
Sokkal konnyebb a telepet allandé nyomason
tartani. Olyan egyenletekre van sziikségiink,
amelyek az dllandd nyomdson vett teljesitményt
irjak le. Fejezetiink elején fiiggetlen valtozdul
V-t és T-t valasztottuk. Megmutatjuk, hogyan
transzformalhatok 4t eddigi eredményeink a
vegyészek szdmdra alkalmasabb p és T val-
tozokra. JOl 4t kell gondolnunk az &ttérés
menetét, mert az egyik valtozoparrdl a ma-
sikra val6 ,,atkapcsolaskor” konnyen téved-
hetiink!

Kiindulasunk a AU = O—pAV 6sszefliggés
volt; ebben pA¥ helyett természetesen UrAZ
vagy AAB is 4llhat. Ha az utolsd, pAV tag
helyébe PAp-t tudnénk irni, p és ¥V szerepe fel-
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- cserélddne, s a vegyészek boldogok lennének.

Nos, az okos ember észreveszi, hogy a pV =

szorzat differencidlja d(pV) =p dV+ Vdp,

s ezt hozzdadva (45.3)-hoz

Ap?) = pAV+VAp
+ AU =Q0-pAV
A(U+pV) = Q0+ VAp

Hogy (45.3 -hoz hasonld alakra jussunk, te-
kintsiik U--p¥-t egyetlen mennyiségnek, je-
16ljiik H-val és nevezziik entalpidnak; ¢ jelo-
léssel AH = 0+ V' Ap.

Most mar 4t tudjuk transzformalni ered-

ményeinket, hiszen csupdn az U — H, p >~ |

—V, V — p helyettesitéseket kell elvégezniink. -

gy pl. (45.7) helyett a kovetkez6 Ssszefiiggést
hasznélhatjuk:
oH oV
(%), =7(ar),

Reméljiik, ez mindenki szdmdra vildgos, €s
visszatérhetiink eredeti véltozoinkhoz! A fe-
jezet hatralevd részében ismét T és ¥ lesz a
fiiggetlen valtozo.

Alkalmazzuk eredményeinket kiilonbozé
fizikai rendszerekre. Kezdjiik az ideélis gazzal.
A kinetikus elméletbdl tudjuk, hogy a gaz

belsé energidja csak a molekuldk sebességé-
tél és szamatol fiigg. A belsé energia tehat

fiigg T-t&l, de fiiggetlen V-t6l. Ha V-t véltoz-

tatjuk, de 7-t nem, akkor U nem valtozik. Igy
tehat (QU/OV)r = 0, s (45.7) idedlis gézra a
kovetkez6 alakba irhato:

op _
) s

Mint lathaté, (45.10) p-re nézve differencial-
egyenlet. Az dllandé V mellett vett parcialis
differencialhdanyadost helyettesitsiik x6z6n-
séges differencialhanyadossal, s emlékeztetdiil

(45.10)

frjuk ki kiilén, hogy ¥ = konst. igy (45.10)-
b4l
T(d—p)—p =0; V =xkonst. (4511
dr
Ezt kiintegralva:
Inp =InT+konst.; ¥V =konst.,

|
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vagy
p.=konst.T; ¥V =konst. (45.12)
Az idedlis gadz nyomdsa, mint tudjuk,
RT PSRN
P="5" {45.13)

ami Osszhangban van (45.12)-vel, hiszen V és
R allando.

De miért volt sziikség erre a szamitésra, ha
mér elbre tudtuk az eredményt? Azért, mert
a hémérsékletre két teljesen fiiggetlen definiciét
haszndltunk| El6sz0r feltételeztiik, hogy a
molekuldk kinetikus energidja ardnyos a ho-
mérsékiettel, s ezzel egy hdmérsékleti skalat
definidltunk, amelyet ,,idedlisgdzskéalanak”
fogunk nevezni. A (45.13)-ban szerepld T az
idedlisgdz:skdldn mért hémérsékletet jeldli.
Ezt a hdmérsékletet kinetikus hémérsékletnek
is szoktdk nevezni. A hdmérsékletre késébb
egy mdsik, minden specidlis anyagi tulajdon-
sagtol fiiggetlen definiciot is adtunk: a méso-
dik fGtétel alapjan definidltuk a ,,rermodina-
mikai h6mérsékletet”. E T hémérséklet jele-
nik meg (45.12)-ben. Azt bizonyitottuk tehat
be, hogy az idedlis gdz nyomésa (az idedlis
gazt itt azzal a tulajdonsdgaval definidljuk,
hogy bels6 energidja a térfogaitdl fiiggetlen)
aranyos a termodinamikai h&mérséklettel.
Masrészt tudjuk, hogy e nyomas a gazskalan
mért hémérséklettel is aranyos. Ebbol viszont
mdr kovetkezik, hogy a kinetikus hémérséklet
aranyocs a termodinamikai hémérséklettel. Ha
el akarjuk keriilni a felesleges komplikaciokat,
akkor a két skalat azonosnak valasztjuk. Vald-
ban ez is tortént: a két hdmérsékleti skala
ko6zott az ardnyossagi tényezdt egynek valasz-
tottdk. Az emberek legtdbbszér a nehezebb
utat valasztjak, itt azonban szerencsére nem

_ez tortént!

45.3 A Clausius—Clapeyron-egyeniet

Alkalmazzuk eredményeinket a parolgd fo-
Iyadékok jellemz8inek kiszamitaséra. Vizsgal-
Jjuk meg, hogy egy folyadékot tartalmazd, du-
gattyiival lezart hengerben hogyan vaitozik a

6*

nyomas a térfogat fiiggvényében allandé hi--

mérsékleten, vagyis probaljunk berajzolni egy
izotermat a p—V diagramra. A hengerben
levd anyag most nem a kordbban targyalt
idealis gaz, hanem folyadék vagy gz, esetleg
mindkett6. Ha a nyomas elég nagy, az egééz
anyag cseppfoly6sodik. A nyomads tovabbi no-
velésekor a térfogat alig valtozik, és igy izo-
termank, mint a 45.3 dbra bal oldal4n lathatg,
a térfogat csokkenésével meredeken emelke-
dik. -

Nyomis

Folyadék NS
és gbz T—4T
Géz

Folyadék

Térfogat
45:_3 abra. Folyadék —telitettgSz-rendszer izoter-
mai
A bal oldalon a teljes anyag cseppfoly6s, a jobb oidalon

86z halmazallapotu, mig k6zépen mind a folyadék-, mind
a gbzfazis jelen van

Ha a dugattya kihuzasaval a térfogatot né-
veljiik, a nyomas mindaddig cstkken, amig a
folyadék forrasba nem jon, s meg nem indul
a gbzképzddés. A dugattyit tovabb huzva
minddssze annyi torténik, hogy t&bb folyadék
pérolog el. Ha a hengerben folyadék és géz
is van, akkor e két fazis kozott egyensulyi
allapot alakul ki: a folyadék parolgasa és a
g6z lecsapédésa azonos sebességdi lesz. Ha a
g8z szamara tSbb helyet csindlunk, akkor a
nyomads allando6 értéken tartdsahoz tobb gbzre
van sziikség, s igy bizonyos folyadékmennyi-
ség elparolog. A 45.3 abran lathatd gérbe viz-
szintes szakaszdn a nyomds allandé marad;
e nyomasértéket a T hémérséklethez tartozé
géznyomdsnak nevezziik. A térfogatot tovabb
novelve, a folyadék egyszercsak elfogy & a
nyomds a p— V diagram jobb cldalan 14thatd,
kOz0nséges gaznak megfelelé goérbe szerint
csbkken. A 45.3 4dbraban szereplé als6é gérbe



" a kissé alacsonyabb, 7—AT h6mérséklethez
_tartozd izoterma. A cseppfoly6s fazisban a

nyomds az el6bbinél valamivel kisebb, mivel
a folyadékok a h6mérséklet névelésekor kiter-
jednek (ami legtobb folyadékra igaz, de pl. a
vizre a fagypont k&zelében nem), s alacso-
nyabb hémérsékleten a gbznyomdas természe-
tesen szintén kisebb.

Egészitsiik most ki a két izotermat a 45.4
4bran lathaté moédon korfolyamatts, a viz-
szintes szakaszok végpontjait pl. adiabatik-
kal Osszekotve. Az 4bra jobb alsé sarkdban
lathaté kis cstcsnak nincs lényeges hatésa,

4p
i T

; T—_/I:T §§

Nyomas

Ve v,

Térfogat
45.4 dbra. Folyadék —telitettgéz-rendszerrel vég-
zett Carnot-ciklus nyomas — térfogat-diagramja

Bal oldalon az anyag cseppfolyés halmaziilapoti. A folyadék
a T hémérsékleten kozolt L hé hatdsira teljesen elparolog.
A hémérséklet T-r61 T— AT-re csdkkenésekor a giz expanzidja
adiabatikus

ezért elhanyagolhatjuk. Szamitasainkban Car-
not meggondolésara tdmaszkodhatunk, amely
szerint az anyag folyadékbol gbzzé alakitasa-
hoz sziikséges h& Osszefiigg az anyag teljes
ciklusban végzett munkajaval. Jelolje L a
hengerben levé anyag elparologtatisahoz
sziikséges hot. A (45.5) egyenletet megel6z6
meggondolds alapjan vilagos, hogy az anyag
altal végzett munka L(AT/T). E munkat mds-
részt az izotermak és adiabatak 4ltal k6zrezart,
kozelitleg Ap(V,— V) nagysdgu teriilet adja,
ahol Ap a T és T—AT hémérséklethez tartozd
gbznyomdsok kiilonbsége, s ¥, a gdz, V¢ pedig
a folyadék térfogata (mindkét térfogat az
adott gbznyomason értendd). A két kifejezést
egyenldvé téve az LAT/T =Ap(Ve—Vy), ill

az

84 - A TERMODINAMIKA ALKALMAZASA

T{Vs—V¢)

egyenletre jutunk. A (45.14) egyenlet megadja

az Osszefiiggést a folyadék elparologtatasahoz
sziikséges h6 és a gbznyomas hémérséklet-
fliggése k5zo6tt. Ezt a kapcsolatot — bar Car-
not fedezte fel — Clausius— Clapeyron-egyen-
letnek nevezik. -
Hasonlitsuk most Gssze (45.14)-¢t a kineti-
kus elmélet eredményeivel. Mivel V- altali-

ban sokkal nagyobb Vi-nél,- Ve— Vi~ Vg =

= RT/p mdlonként. Ha emellett feltessziik,
hogy L allandé, vagyis fiiggetlen a hdmérsék-
lett6] — ami nem nagyon jé kozelités —,
akkor azt kapjuk, hogy 9p/oT =Lp/(RT?).
E differencidlegyenlet megoldasa

p = konst. e LIRT (45.15)

Hasonlitsuk Gssze ezt a képletet a nyomas
kinetikus elméletbdl kapott hdmérsékletfiig-
gésével. A kinetikus slmélet — legaldbbis kdz-
vetve — arra utal, hogy a folyadék feletti
gbzben a molekuldk szdma:

= ( 1 )e—(Ug—Uf)RT, (45.16)
v, ,

ahol Uy— Uy a folyadék és a gz egy moira
vonatkoztatott belsé energidjanak kiilonb-
sége, vagyis az egy mol folyadék elparolog-
tatdsahoz sziikséges energia. Mivel a nyomés
nkT, a termodinamikabdl kapott (45.15) és a
kinetikus elméletbsl kapott (45.16) egyenlet
igen hasonld, de mégsem ugyanaz. Ha viszont
L = allando helyett azt tételezziik fel, hog:
L— U, = konst., vagyis fiiggetlen a hémér-
séklett6l, akkor az a meggondolés, amely az
eltzd feltevéssel (45.15)-re vezetett, most
éppen (45.16)-ot adja.

Ez az Osszehasonlitds megmutatja, hogy
milyen elnyei és hatranyai vannak a termo-
dinamikdnak a kinetikus elmélettel szemben.
Eloszor is, a termodinamikdbdl levezetst:
{(45.14) egyenlet pontos, mig (45.16) csak erds
kozelitéssel érvényes, s még igy is csak akkor,
ha Ukozel aliando és a modell j6. Masodszor,

= (Op362/9T) (45.14)

- ha nem is tudjuk pontosan, hogyan csepp-

folyosodik a gdz, azt mégis tudjuk, hogy
(45.14) igaz, mig (45.16) csak kozelités. Har-
madszor, bar a levezetés soran csak gédzok

_ cseppfolyésoddsira gondoltunk, a végered-

mény mds halmazallapot-valiozdsokra 1is
igaz: pl. a szilard— cseppfoiyds haimazallapot-
véltozds is a 45.3 és a 45.4 4brahoz hasonléd
gorbékkel irhaté le. Ha a latens clvadishd
molonként M, a (45.14) egyenlet megfeleldje a
kdvetkezb: (Ipory/CT)y = M/IT(Ves— Vel
Anélkiil, hogy az olvadés kinetikus elméletét
ismernénk, megkaptuk tehat a helyes Sssze-

~fliggést. Ha viszont ismerjiik a kinetikus elmé-

fetet, akkor van egy masik eiényiink. A (45.14)
egyenlet ugyanis csak a differencidlis dssze-
fiiggést adja meg, az integraldsi 4llanddt nem
tudjuk bel6le meghatdrozni. Ha viszont mo-
delliink a jelenség teljes leirdsara jo, akkor a
kinetikus elméletbs] az dllandékat is megha-
térozhatjuk.

Mindkét modszernek van tehat eldnye és
hatranya is. Ha tuddsunk kevésnek bizonyul
egy bonyoluitabb jelenség vizsgélatahoz,
akkor altaldban a termodinamikai Osszefiig-
géseket ajanlatos alkalmazni. Ha viszont egy-
szerl, elméletileg kdnnyen attekinthetd jelen-
ségrél van szo, akkor érdemes elvégezni a rész-
letes elemzést, hiszen igy t5bb informaciot
kapunk.

Utols6é példaként foglalkozzunk a fekete-
test sugdrzdsdval. Koradbban mar beszéltiink
a tisztdn sugdrzéssal toltstt dobozrél, vala-
mint az oszcillator és a sugarzas kdzotti egyen-
sulyrél. Megallapitottuk, hogy a doboz fala-
nak iitk6z6 fotonok p nyomasa a pV=U/3
Osszefiiggésnek tesz eleget, ahol U a fotonok
Gsszenergidja és ¥ a doboz térfogata. A (45.7)
alapegyenletbe az U = 3pV Osszefiiggést be-
helyettesitve

(%%)T —3p= T(%—)V—p. @5.17)

Mivel dobezunk térfogata &llardd, (3p/oT),
helyett dp/dT irhatd, s az igy kapott koézdn-
séges differencidlegyenlet integralia

Inp = 4 1n 7+ konst.
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vagy
p = konst. T4,

A sugirnyomas tehat a hdmérséklet negye-
dik hatvéanyéval aranyos, s mivel U 1V = 3p,
a sugdrzds energiastirlisége is 7% szerint vai-
tozik. Ezt az Osszefiiggést U/y = (o/e)T*
alakban szokték felirni, ahol ¢ a fénysebesség
és o valamilyen 4llando, amelynek értéke ki-
zarélag a termodinamika alapjdn nem hata-
rozhatdé meg. Példank jol mutatja a termo-
dinamika lehet8ségeit és korlatait. Nagyon
nagy eredmény, ha tudjuk, hogy az U/V ha-
nyados 7%-nel aranyos, de ahhoz, hogy érté-
két barmely hSmérsékleten ki is tudjuk szi-
mitani, tovabbi részletekre van sziikségiink.
A feketetest sugdrzdséra van olyan elméletiink,
amelynek segitségével a kovetkez6kben ki is
tudjuk szdmitani o értékét.

Jelolie I(w)dw az intenzitis eloszldsat,
vagyis az 1 m%en 1 s alatt o és - dow kdzstt
frekvenciaval 4thaladé energiadramot. Az
energiasiirliség (energia/térfogat) eloszldsa =
= I(w) dw/e, igy

U . S
v = teljes energiasfirfiség = f energia-
0
-
stirtiség o &s (w+ dw) kozott = J H@)do
c
0
A kordbbiakbdl tudjuk, hogy

fiw®

1) = gy -

Helyettesitsitk be ezt az I(w) kifejezést az
U[V-re kapott egyenletiinkbe:

U 1 ~ Fen3
v_ f&dw

Vv 723 | helkT_ °%>

vagy az x = fiw/kT helyettesitéssel :

U (k) “ x3 dx
V B | 1

o
1]



"Bz az integral egy-szam, amelyet kozelitoleg

gy hatarozhatunk meg , hogy gdrbénket leraj-
~ zoljuk egy milliméterpapirra és leszamldljuk a
gorbe alatt levd kis négyzeteket. Az ‘integral
értéke kb. 6,5-nek adédik, pontos értéke
74/15%. E kifejezést az UV = (4o/c)T* Gssze-
fiiggéssel egybevetve azt kapjuk, hogy

2
K 5,67-1078

°= "some meKe

Mennyi energia folyik ki masodpercenként

2 dobozba vagott egységnyi teriiletd kis lyu-

< - —% | p—2
* Mivel (ex—1)"1 = e™#+e™+ ..,

az integrél
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“kon?--Az-energiadramra vald attéréskor az

U|V energiastiriiséget c-vel kell szoroznunk.

Fellép emellett egy 1/4-es szorzd is. Egy 1/2-es.-ooi .

tényez6 adodik abbodl, hogy a dobozbol csak
a kifelé foly6 energia tévozik el, egy mdsik
1/2-es tényezd pedig abbdl, hogy-a Iyukat
derékszOgt6l eltérd szogben megkdzelitd
4rambol kevesebb jut ki, ami egy koszinuszos
szorz6t jelent, s a koszinusz fliggvény atlaga
éppen 1/2. Most mér vilagos, hogy miért irtuk
dsszefiiggésiinket U/V = (do/c)T* alakba:
egy kis lyuk egységnyi teriiletére vonatkozta-
tott energiadrama egyszerfien oT%.

J‘ e 3 dx

n-lo

‘ < . ’ .
alakban irhaté. Felbaszndlva, hogy } e~m* dx = 1/n, s ezt az Ssszefiiggést n szerint haromszor diffe-

RIS U
(S
két tag csszwa mar j6 bacslését ai;a Az 50. fejezetben megismeriink majd egy
szimok negvedik hatvdnyai reciprokdnak

oo

rencidiva azt kapjuk,

a anmals o=
5 eonck az elsb kst tag sge

modszert, amellyel kdnnyen xonvolhafo, hogy az egész

Ssszege valoban w#/90.

J‘ x3e~7* dx = 6/n*; az eredeti integral értéke tehdt 6

46.1 A kilincskerék miikodése

Ebben a fejezetben egy igen egyszerti szer-
kezettel, a kilincskerékkel foglalkozunk. A ki-
lincskerék feladata az, hogy egy tengely elfor-
dulésat csak az egyik irdnyban engedje meg.
Az egyiranyu forgis lehetdségének vizsgilata
rendkiviil gondos, részletes analizist érdemel
és néhany érdekes kovetkeztetésre nyujt alkal-
mat.

Az alaposabb elemzés sziiksége akkor me-
riilt fel, amikor molekularis vagy kinetikai
alapon prébaltuk magyarazni, hogy a hégép-
bél nyerhetd munkinak van maximuma. Bar
Carnot elgondolasanak lényegét mdr lattuk,
szeretnénk olyan magyardzatot is taldlni,
amely megmutatnd, hogy fizikailag mi megy
végbe. Vannak természetesen bonyolult mate-
matikai bizonyitasok, amelyek Newton tor-
vényeibdl kiindulva megmutatjak, hogy adott
hécsere folyaméan csak meghatarozott meny-
nyiségli munka nyerhet®. Ezeket a bizonyita-
sokat azonban igen nehéz elemivé alakitani.
Roviden fogalmazva: az egészet nem értjiik,
bar az egyes matematikai 1épéseket kovetni
tudjuk.

Annak bizonyitdsahoz, hogy a h6gépet két
adott hémérséklet kozott miikddtetve egy
bizonycs mennyiségli munkinil tobb nem
nyerhet6, Carnot egy masik axiomat hasznalt
fel: ha minden azonos hémérsékletii, akkor
ciklikus folyamatban a h8 nem alakithatd
munkava. Nézziik meg legaldbb egyetien péida
kapcsdn, hogy miért igaz ez az 4llitas.

Probaljunk kitaldlni valamilyen egyszerd
késziiléket, amely megsérti a termodinamika
masodik f6tételét, vagyis egyetlen hotartdly
fethasznalidsdval munkat végez tigy, hogy min-
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den mdas megtartja eredeti hdmérsékletét.
Legyen egy adott 7 hémérséklet gdzzal telt
dobozban egy szélkerékkel feiszerelt tengely
(46.1 abra). Mivel a gdzmolekuldk 4llandban

46.1 dbra. A kilincskerék

bombdzzdk a szélkerék lapatjait, a szélkerék
allandéan rezeg, razkodik. Nem kell mdst
tenniink, mint a tengely mdsik végére egy
olyan szerkezetet szerelni, amely csak egy-
irdnyu elfordulast enged meg, ennek példaja a
kilincskerék. Tételezziik fel, hogy a T, hé-
mérséklet T,-gyel azonos. Ha a molekuldk a
lapat egyik oldaldnak iitkéznek, nem fordul
el a kerék, ha viszont a mdsik iranybdl 16kik
meg, akkor elfordul. A kerék tehat lassan
forogni kezd, s a tengelyre szerelt dobrol
lelégé cérndra egy bolhat rdakasztva, a gép
még azt is fei tudja emelni! No de iehetséges-e
ez? Carnot feltevése szerint nem! Pedig ha
csak tgy felliletesen ranéziink, elsé pillantdsra
igenis elhihetének t{inik ! Vizsgaljuk meg azon-
ban e berendezést kissé alaposabban és ekkor
valdban szamos probléma meriil fel.
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El6szor: bar az idealizalt kilincskerék olyan
egyszer(i, amilyen csak lehet, tartozik hozza
egy kilincs is, és kell lennie egy rugdnak is
ahhoz, hogy ez minden fog utan ismét a kerék-
hez nyomodjék.

Van még a késziiléknek egy masik 1ényeges
tulajdorsdga, ami az abran nem lathaté. Mi
torténne, ha minden alkatrésze ttkéletesen
rugalmas anyagbol késziilne? A kilincset a
rugd minden fog utan a kerékhez 16kné, de a
kilincs visszapattanna, s ez a pattogds soha-
sem sz{inne meg. A pattogasnak olyan fazisa-
ban, amikor a kilincs éppen fent van, a fog,
amelyrdl leugrott, ismét aldkeriilhetne, tehat
a kerék ellenkez6 iranyba is elforduihatna. Ezt
a jelenséget azzal tudjuk elkeriilni, ha készii-
1ékiinkbe egy csillapitémechanizmust iktatunk
be, amely megsziinteti a rezgést. Csillapitaskor
a kilincs energiajat természetesen a kerék
veszi fel, melyen ez az energia h6 alakban jele-
nik meg. A kerék tehét forgas kozben egyre
inkabb felmelegszik. Egyszerliség kedvéért
tegyiik fel, hogy a kilincskerék gazban mozog,
s ez felveszi a hd egy részét. A lényegen ez nem
sokat valtoztat; a gaz és a kerék ekkor egyiitt
melegszik. De 6rokké tart ez a melegedés?
Nem! A T; = T, = T homérsékietli kerék &s
kilincs részecskéi is Brown-mozgast végeznek,
s a kilincs id8nként éppen akkor emelkedik
fel, amikor a székerék a kornyezé gaz Brown-
mozgésa hatdsira éppen visszafelé igyekszik
elforditani a tengelyt. S minél magasabb lesz
a hoémeérséklet, anndl gyakrabban fordul ez
elé.

Belathatjuk, hogy késziilékiink nem miiko-
dik folyamatosan. Ha a szélkerék lapétjai
16kést kapnak, akkor egyszer az torténik, hogy
a kilincs felcstszik egy fogra és tuljut rajta,
egyszer pedig az, hogy a 16kés ellenkezd irany-
ban igyekszik forgatni a tengelyt, s mivel koz-
ben a kilincs éppen felemelkedett, a kilincs-
kerék visszafelé is elfordulhat. A két kiilonb6zd
iranya elfordulds kiegyenliti egymast. Nem
nehéz bebizonyitani, hogy ha a hémérséklet
mindkét oldalon ugyanakkora, akkor a kerék
eredd elforduldsa valéban zérus lesz. Kis el-
fordulasokat hol egyik, hol maésik irdnyban
természetesen észlelhetiink, de az, amit szeret-

~nénk, vagyis, hogy a kerék egyiranyu forgdst -

végezzen, nem kovetkezik be.

Elemezziik, hogy miért éppen zérus az
ered6. Ahhoz, hogy a kilincset egy fog tetejére
emeljiik, a rugder® ellen munkat kell végez-
niink. Jeldlje az ennek megfeleis energiat 7,
az egyes fogak 14t6szogét a kerék kézéppont-
jabol nézve pedig 9. Annak valdszinfisége,
hogy a rendszerben felhalmozédick W ener-
gia — s igy a kilincs felcsuszhasson egy fog
tetejére e~ #/kT No, de annak a valdszinfisége
is e~ WIkT hogy akilincs véletleniil legaldbb egy
fog magassagaba ugorjon fel. Igy ugyanolyan

és a kerék szabadon foroghat visszafeié¢, mint
az, hogy elegendd energia gyfilik &ssze a kerék
eléreforgatasahoz, ha a kilincs lenn van. Igy
,.egyensuly’” alakul ki, s a kerék nem forog.

46.2 A kilincskerék mint gép

_Lépjiink most eggyel tovabb. Tegyiik fel,
hogy a széllapatok hémérséklete T, a kilincs-
keréké pedig T, és Ty < T,. Mivel a kilincs-
kerék hidegebb, a kilincs h6mozgasa viszony-
lag kis intenzitasu, s igy a kilincs ritkabban
érheti el a W energiat. Mivel a 7, hémérséklet
nagyobb, a lapdtok energiaja gyakrabban eléri
a W értéket, s igy a késziilék eredeti rendel-
tetésének megfeleléen egy iranyban forog.

Képes vajon késziilékiink sulyok felemelé-
sére is ? Ersitsiink k6zépen a dobra egy fona-
lat (46.1 abra), s kossiink ennck végére vala-
milyen sulyt, pl. egy bolhat. Legyen a stly for-
gatonyomatéka M. Ha M nem tul nagy, akkor
késziilékiink felemeli a sulyt, hiszen a tengely a
Brown-mozgas kovetkeztében nagyobb val6-
szinfiséggel fordul el az egyik, mint a masik
irdnyban. Szamitsuk ki, mekkora suilyt tud a
késziilék felemelni, milyen gyorsan forog a
tengely s 1. t.

Nézziik el6szor azt az esetet, amikor a
kilincskerék eredeti rendeltetésének megfele-
16en elére forog. Mekkora energiat kell fel-
venniiik ekkor a széllapatoknak, hogy a kerék
egy foggal tovabb fordulhasson? A kilincs
felemeléséhez 17 energiara van sziikség. A ke-

" gyakran fordul el az, hogy a kilincs fent van™ 7|

- rék 9 szdggel fordul el M forgatényomaték
__ ellenében, amihez M7 energia sziikséges.
~-A~teljes -energiasziikséglet ‘¢ kettd Osszege:

WM, annak valésziniisége pedig, hogy

_ekkora energia Osszegyftilik, e~ TMN/ET: A7t

is szeretnénk tudni, hogy mésodpercenként

~ hényszor lesz ekkora energidja késziilékiink-

nek. Bz a szdm ardnyos az e~ (W+MH/KT; kife-
jezéssel; az ardnyossagi tényezdt jellie 1/v
(tovabbi meggondolasaink szempontjabdl e té-
nyezd szamértékének nincs lényeges szerepe).
Ha a kerék egy foggal elére fordul, a stlyon
végzett munka M7, a lapatoktdl elvont ener-

~-gia viszont W+ MY. A W energia elészor meg-

fesziti a Tugdt, majd amikor a fog utén a rugd
hirtelen visszaugrik eredeti helyzetébe, hévé
alakul. A felhasznalt energia részben a sily
felemelésére, részben a kilincs miikédtetésére
forditédik; a kilincs visszaesésekor mindig hd
keletkezik a kilincskerék feléli oldalon.

Ahhoz, hogy a kerék ellenkez6 iranyba el-
fordulhasson, a kilincsnek akkora energiat kell
felhalmoznia, amely képes 6t a fogak magas-
sdgéba emelni. Ehhez is }/ energia sziikséges.
A kilincs maésodpercenként  4tlagosan
(1/7)e=WIkT: glkalommal emelkedik ilyen ma-
gasra. Az aranyossagi tényezd az el&bbihez
hasonlé alakt, de mivel a két homérséklet
kiillénboz6, a kitevébe &T,-t irunk. Mivel a
kerék visszafelé forog, energia szabadul fel,
mégpedig minden fognal M?. A kilincskerék-
rendszertdl elvont energia 7, a lapatok olda-
14n lev6 T hmérsékletli gdznak atadott ener-
gia pedig W+ M%. Mi ennek az oka? Tételez-
ziik fel, hogy a rezgés kdvetkeztében a kilincs
éppen felemelkedett. Amikor visszaesik, a ki-
lincset a rugd az egyik fog ,,lejt6s™ feliilets-
hez nyomja, s igy fellép egy olyan erd, amely
a kereket forgatni igyekszik. Ez az erd a stly-
hoz hasonléan munkat végez. A kettd egyiit-
tesen adja a teljes erét, s a teljes felszabadulo
energia a lapaton hoéként jelentkezik. (Az
energiamegmaradés téiele miatt ennek ter-
mészetesen igy is kell lennie, de azért nem 4art,
ha az egészet alaposan 4t is gondoljuk!)

A felvett és leadott energia a két esetben
pontosan azonos nagysagu és ellenkezd el6-
jelti.” Attél fiigg6en, hogy az elbre vagy a

A KILINCSKEREK MINT GEP 8%

hétraforgds sebessége nagyobb-e, a stly lassan:
emelkedik vagy stillyed. Nyilvanvald, hogy
kdzben a stly allanddan fel-le mozog, de mi
itt csak ered® viselkedésével foglalkozunk.

Tegyiik fel, hogy egy meghatirozott sily
esetén a két sebesség éppen egyenld. Ha most
a fonal végére még egy végteleniil kicsi suiyt
akasztunk, a suly siillyedni kezd és munkat
végez a gépen. Ekkor a kilincskerék energiat
vesz fel a kdrnyez6 gazbol, a lapatokon pedig:
energia szabadul fel. Ha viszont az eredeti
sulyt végtelen kis értékkel csdkkentjiik, a stily
felemelkedik, a lapatok energiat vesznek fel a
gazbol, s a kilincskeréken energia szabadul fel.
Ha tehat a suly éppen akkora, hogy a két
sebesség megegyezzék, akkor elvégezhets egy
Carnot-féle ciklus. Ennek feltétele nyilvan-
valéan: (W+ M®E)|T, = W/|T,. Tegyiik fel
pl., hogy a stly lassan feifelé mozog. Ekkor a.
lapatoktol elvont energia Q,, a keréknek le--
adott energia pedig Q,, s ardnyuk (W MY |W..
Ha a suly stillyed, akkor is fennall a 04/0, =
= (W+ MD)W 6sszefitggés (v6. 46.1 tab--
lazat):

Ql/Qz = Tl/Tz-

A nyert munka és a lapatoktol elvont h3 ars-
nya éppen MY é MY+ W aranya, vagyis
(T'y—T)/T,. Mint latjuk, reverzibilis miikodés
esetén késziilékiink ennél t5bb munkit nem
végezhet. Ez az a kovetkeztetés, amelyet Car-
not meggondolasa alapjan vartunk. Késziilé-
kiink segitségével megérthetiink azonban
néhany mds, nem egyenstlyi jelenséget is,
amelyek nem a termodinamika targykorébe:
tartoznak.

Szamitsuk ki el8szor, hogy milyen gyorsan
forogna a kilincskerék, ha a tengely két végén
a homérséklet megegyezne és a dobra vala-
milyen stlyt akasztanank. Ha a stly nagyon
nehéz, akkor mindenféle bonyodalom 1ép fel:
a kilincs megcsuszik a keréken vagy a rugd
elszakad stb. Tételezziik fei, hogy a huzoderd
elég kicsi ahhoz, hogy minden normalisan
miikddjon. Ekkor felhaszndthaték a kerék
el6re-, ill. hatraforduldsdnak val6szinliségére
az eldbbiekben kapott eredmények, figye-
lembe véve, hogy a két hdmérséklet egyenld.
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461 thbldzat T

A kilincskerék miikodésének dsszefoglaldsa

Eljre
.energiasziikséglet &+ M lapéatoktol
. Jdapatoktol felvesz Md+e
munkavégzés M
kilincskeréknek lead €
valoszintiség —i— e~ @t oRT,
Hdtra
-energiasziikséglet e kilincsnek
kilincskerékt6l felvesz & ugyanakkora,
a rendszeren végzett mint fenn,
munka M9®  deellenkezé
Jlapatoknak lead MO+ ¢ elGjellel
6sziniisé 1 er
‘valoszintiség —e 2

Ha a rendszer reverzibilis, akkor a két sebesség

. MH
:megegyezik, s igy et =2 ;
Ty T,
kilincskeréknek leadott h6 e
lapatoktdl felvett hé Md+e ’
.. 02 T
ft—= .
Teha 0, T,

Az eifordulds minden Iépésben ¥, tehat az
adott irdnyu forgés szogsebessége: ¥ szorozva
a megfelel6 irdnyu 1épések 1 s alatti szimanak
varhato értékével. Az eldrehaladas vaioszinf-
sége (1/7)e~W+M)IKT 3 hatrahaladdsé pedig
{1/x)e~"!kT Ebbé] az ereds szogsebesség

W = (,19/1) (e—(W+M1‘>)/kT_e—W/kT) —
= (F7) e WIkT (e=MOIKT 1), (46.1)

Az w-t M fiiggvényében abrazolja a 46.2
Abra. Mint 14thatd, a kapott fliggvény M po-
zitiv és negativ értékeire egészen masképp
viselkedik. Ha M-et a pozitiv tartomdnyban
noveljiik, ami a kerék visszafeié forgatasdnak
felel meg, a forgas sevessége dllandohoz tart.
Amint viszont M negativva valik és a kerék
eldre kezd forogni, az o szOgsebesség igen
gyorsan novekszik, hiszen ha e hatvany-
kitev8je nagy, rendkiviil nagy szamot kapunk.

46.2 abra. A kilincskerék szogsebessége a forgato-
nyomaték fiiggvényében

A szdgsebesség mint az erd fliggvénye igy

igen er8s aszimmetridt mutat. Egyik irdnyban .

maér kis er® hatdsara is nagy szogsebességet
kapunk; a masik irdnyban barmekkora er&t
is alkalmazunk, a kerék alig-alig akar forogni.

Ugyanezi tapasztaljuk az elekrromos egyen-
iranyiténdl is. Az er helyébe itt az elektromos
tér, .a szogsebeség helyébe pedig az 4dram-
erdsség 1ép. Az egyeniranyitén esd fesziiltség
nem aranyos az ellendlidssal, tehdt aszimmet-
ria 1ép fel. Valéban az egyeniranyitok aram-
ateresztd képessége a fesziiltség fliggvényé-
ben az el6z6hoz hasonld képlettel irhatd le.

Vegyiik most le a stlyt, €s nézziik ismét az
eredeti gépet. Ha T, kisebb, mint 77, akkor a
kilincskerék el6re forog, mint ahogy az vér-
haté is. Amit az elsé pillanatban nehéz el-
hinni, az ennek a forditottja. Ha 7, nagyobb
T,-nél, akkor a kilincskerék visszafelé forog!
Egy dinamikus, nagy energidju kilincskerék
azért forog a megszokottal ellentétes irany-
ban, mert a kilincs rezeg. Ha egy adott pilla-
natban a kilincs az egyik fog ,,lejt6s” feliileté-
hez nyomodik, akkor a kerékre visszafelé for-
gatd er6t fejt ki. De mindig ez torténik, hiszen
ha eiég magasra emelkedik ahhoz, hogy egy
fog cstcsan taljusson, akkor ismét egy ,,lej-
t6s™ feliiletre érkezik!

Barmilyen {igvesen is probaltuk késziilé-
kiinket aszimmetrikussa tenni, a h6mérsékie-
tek pontos egyezése esetén az egy cseppet sem
forog ,,szlvesebben’ az egyik irdnyban, mint
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- a masikban. Ha egy pillanatban ranéziink,

akkor lehet, hogy a kerék éppen erre vagy arra

--mozdui, de hossza ideig nézve azt latjuk, hogy

tulajdonképpen semerre sem fordul el. Ha a
kerdést le akarnank egyszer(siteni, azt mond-
hatndnk: ezen az elven — vagyis a kerék moz-
gasanak ,,irdnytalansdgan’ — alapul az egész
termodinamika.

46.3 Reverzibilitas a mechanikaban

Milyen mechanikai elven alapszik az, hogy
egyenletes hémérséklet-eloszlasu késziilékiink
végsG soron sem jobbra, sem balra nem forog ?
Nyilvanvaléan egy alapvet$ fizikai tSrvény-
1l van szd, amely lehetetlenné teszi, hogy
olyan gépet épitsiink, amely elég hosszu ideig
magara hagyva nagyobb valdszin(iséggel for-
dul el az egyik irdnyban, mint a mésikban.
Vizsgaljuk meg, hogyan kovetkezik ez a me-
chanika tGrvényeibol.

A mechanika torvényei hozzavet6legesen a
kovetkezSket mondjék ki: a tomeg €s a gyor-
sulas szorzata az er$; az egyes részecskékre
hato er6 az Osszes tobbi részecske helyzetének
valamilyen bonyolult fiiggvénye. Vannak
olyan esetek is, amikor az er8k a sebességek-
0l is fliggnek (pl. a magnesség), de ezekkel
most nem foglalkozunk. Vélasszunk egy egy-
szer(i esetet, pl. a gravitacios teret, amelyben
az erbk csak a helytdl fiiggenek. Tegyiik most
fei, hogy az egyenleteket mar megoldottuk,
s minden részecske mozgasanak lefrasara kap-
tunk egy-egy x(¢) fiiggvényt. Ha a rendszer
elég Osszetett, a megoldasok igen bonyoluitak.
A rendszer id8beli valtozasat vizsgilva, ekkor
igen meglepd eredményre jutunk: a részecs-
kéknek barmilyen elrendezését irjuk is fel,
ha elég sokaig varunk, ez az elrendezés meg-
valosul. Ha a megoldast elég hosszu id6n 4t
kovetjiik, azt latjuk, hogy a rendszer tigyszol-
van mindent ,kipr6bai”, amit csak tud.
{A legegyszerlibb késziilékekre ez nem feltéi-
leniil érvényes, de ha a rendszer elég bonyo-
init, elég sok atomot tartalmaz, akkor a fenti
allitas igaz.)

Van a megoldésoknak egy mdsik érdekes

tulajdonsdga is. A mozgasegyenletek megol-
désaként valamilyen fiiggvényt kapunk; va-
lasszuk példaként a ¢+ 2+ fiiggvényt. Azt
allitjuk, hogy ekkor egyenleteinknek — -+ 22—
— % is megolddsa. M4s szavakkal, ha -t az
egész szamitdsban mindenhol —f-vel helyet-
tesitjiik, egyenleteink egy madsik megoldasat
kapjuk. Ennek az az oka, hogy az eredeti
egyenletekben csak a ¢ szerinti masodik
differencidlhanyadosok szerepelnek, s igy
helyébe — -t irva, semmi sem valtozik. Vala-
mely mozgéssal egyiitt tehdt mindig lehetséges
forditottja is. A bizonyos id8 elteltével beilld
rendezetlenségben hol egyik, hol mésik irany-
ban végez a rendszer egy adoit mozgast, s igy
semmi sem tiinteti ki az egyik iranyt a mésik-
hoz képest. Ez az oka annak, hogy nem lehet
olyan gépet épiteni, amely hosszi id6 eltelte
utdn is nagyobb valdszinliséggel mozog vala-
milyen iranyban, mint az ellenkez8ben.

Konnyen kitalalhatnank olyan példat,
amelyre ez nem igaz. Ha pl. egy idedlis kere-
ket légiires térben megforgatunk, akkor az
orokké ugyanigy fog forogni. Vannak tehat
bizonyos feltételek, mint pl. az impulzus-
momentum megmaradadsa, amelyek mellett
fenti meggondolasunk nem érvényes. Az ilyen
eseteket kissé koriiltekintGbben kell végig-
gondolni, de végiil kideriil, hogy ha a rend-
szer elég bonyolult, meggondoldsunk helyt-
allo.

Torténelmi érdekessége miatt szeretnénk
még megemliteni egy gondolatkisérietet, amely
Maxwellt6l, a dinamikus gazelmélet megala-
pozdjatél szarmazik. Van két azonos hémér-
sékleti gazzal telt dobozunk, melyeknek ko-
zds falan van egy kis lyuk. A lyuk mellett egy
kis démon il (,,aki” természetesen gép is
lehet!). A lyukon ajté van, melyet a démon
nyitni és csukni tud. A démon figyeli a balrél
jovd molekulakat; ha gyors molekulat Iat,
kinyitja az ajtot, ha lassat, zarva hagyja. Hogy
démonunik még kiliSniegesebb iegyen, tegyiik
fel, hogy hatui is van szeme, s a jobbrol j&vd
molekuldkkal az el8bbinek a forditottiat csi-
naija. A lassu molekuldkat igy a bal oldalra,
a gyorsakat pedig a jobb oldalra engedi at.
Nem kell sckdig varni, s a bal oldal lehiil, a
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~ jobb pedig  feimelegszik.-‘Megsértfi-e ~démo=-—

nunk a termodinamika tdrvényeit?

Kideriil, hogy ha egy véges méretli démont
épitlink, az ugy felmelegszik, hogy bizonyos
id6 elteltével mar ,,nem 14t egészen jOI”. A leg-
egyszerlibb démon pl. egy csapdajtd lenne,
amelyet egy rugd tart a lyuk f515tt. A gyors
molekuldk keresztiilmennek rajta, mert fel
tudjak emelni a csapdajtot, a lasst molekuldk
viszont nem jutnak 4t, hanem visszapattan-
nak. De ez nem mds, mint kilincskerekiinknek
egy masik alakja, s mint tudjuk, végiil az
egész szerkezet felmelegszik. Ha feltessziik,
hogy a démon fajh&je nem végtelen nagy, fel=—
tétlentil fel kell hogy melegedjék, és mivel csak
véges szamu alkatrészb6l 4ll, nem tud meg-
szabadulni a molekuldk megfigyelése sordn
szerzett h6folgslegétél. Démonunk révid ids
multdn ugy elkezd razk6dni a Brown-mozgas-
t6l, hogy mar azt sem tudja a molekuldk k&-
zelednek-e vagy tdvclednak.

46.4 Irreverzibilitas

Vajon a fizika valamennyi tSrvénye rever-
zibilis? Nyilvanvaléan nem! Prébaljunk csak
a rantottdbdl tojast csindlni! Jatsszunk le egy
filmet forditva, s perceken beliil mindenki a
haséat fogja a nevetéstSl! Az Osszes jelenség
legtermészetesebb tulajdonsidga: a szembe-
otl6 irreverzibilitas.

De mib6l ered az irreverzibilités ?

Newton torvényeibdl nem! Ha elfogadjuk,
hogy végs6 soron minden megérthet6 a fizika
torvényei alapjan, s kideriil, hogy a fizika
valamennyi egyenletének megvan az a kiilo-
nos tulajdonsiga, hogy ¢ helyett —iz-t frva,
ismét megoldasra jutunk, akkor minden jelen-
ségnek reverzibilisnek kellene lennie. Honnan
ered akkor az, hogy a természetben minden
irreverzibilis? Kell lennie valamilyen t6r-
vénynek, valamilyen ismereilen, de alapvetd
egyenletnek, taldn az elektromossagtanban,
taldn a neutrinofizikdban, amelyben igenis
szdamit, hogy milyen irdnyban telik az id6!

Ha két kiilénb6z6 hémérsékletii testet egy-

més mellé tesziink, mindig a meleg test ad 4t

h6t a hidegnek. Az entrépiatdrvény, amely

szerint -az entrdpia -a - természeti-folyamatok -

soran mindig nd, tehat ténvleg eleget tesz fenti
kovetelményiinknek. Ugy tfinik azonban,
hogy e t6rvény megérthetd a mechanika alap-
jan is. Valéban, sikeriilt levezetniink mecha-
nikai meggondolasck alapjan is valamennyi
kovetkezményét annak, hogy h6 nem ara-
molhat Snmagatél visszafelé, s tulajdonkép-
pen ezaltal értettiik meg a mésodik fStételt.
No de kizdrdlag mechanikai érvelést hasz-
naltunk? Nézziik csak meg kissé kdzelebb-
)

Mivel kérdésiink az entrépidval kapcsola-
tos, els6 feladatunk az, hogy megadjuk az
entrépia -mikrofizikai -leirasiat. Amikor azt
mondjuk, hogy valaminek, pl. egy gdznak
bizonyos mennyiségli energidja van, akkor
err8l van mikrofizikai képiink, vagyis meg
tudjuk mondani, hogy az egyes atomoknak
mekkora energiajuk van. Ezeknek az ener-
gidknak az Osszege adja a teljes energiat.
Ehhez hasonl6an talan minden atomnak van
valamekkora entropidja is, s vajon ha ezeket
az entrépidkat Osszeadjuk, a teljes entrépiat
kapjuk meg? A dolog nem ilyen egyszerfi!
Vizsgaljuk meg inkdbb néhany péidén, hogy
mi a helyzet a valésagban. :

Szamitsuk ki el8szor, hogy mennyit valte-
zik egy alland6é h&mérsékletli giz entrépidia,
ha térfogata megvaltozik. Visszagondolva a
44. fejezetre tudjuk, hogy az entrdpia vaito-
zasa

| 22
AS = -

Mivel a h6mérséklet nem valtozik, a giz ener-
gidja az expanzid eltt és utdn ugyanakkora.
A gézzal igy ugyanannyi hét kell k6zolniink,
amennyi munkat az a térfogatvaltozdsa sordn
végez, vagyis a h8kodzlés minden kis té-fogat-
valtozéskor

DQ =pd¥.

Ezt a kifejezést az el6z6 képletben DQ he-

Va
e fdy N
As= [, NKT dV
J T i 14 T
7 7
= Nk In—Vi,

1

amint ezt mar a 44. fejezetben is kiszamitot-
tuk. Ha pl. a térfogatot kétszeresére néveljiik,
az entropia névekedése Nk In 2.

Kovetkez6 példaként képzeljiink el egy
k&zépen valaszfallal ellatott dobozt, amelyben

5.

“az'egyik oldalon neon (,,fekete” molekuldk),

masik oidalon pedig argon (,,fehér’” moleku-
1ék) van. Vegyiik ki a valaszfalat, s engedjiik,
hogy a két gaz osszekeveredjen. Mennyivel
valtozik meg az entrépia? A kisérletet gy is
elképzelhetjiik, hogy a valaszfalat két, lyukak-
kal elldtott dugattytval helyettesitjiik. Az
egyik dugattyn csak a fehér, a masik csak a
fekete molekulékat engedi 4t. Ha a dugattya-
kat a gaztartaly két végére toljuk, mindkét 24z
pontosan gy terjed ki, mint eléz8leg az egy-
fajta gdz. Az entropiavaltozasuk tehat Nk In 2,
vagyis az egy molekulara jutd entropia néve-
kedése £ In 2. Az itt szerepl6 2-es szdm a
molekuléra juté térfogat ndvekedésével kap-
csolatos. Ez igen kiilénds, hiszen nem a mole-
kulat jellemzi, hanem azt, hogy mekkora tér-
fogatban mozoghat szabadon a molekula.
Furcsa helyzet: az entrépia né, de mindennek
ugyanakkora marad a hémérséklete és az
energidja! A valtozas csak annyi, hogy mas
lett a molekuldk térbeli megoszlasa.

Lattuk, hogy ha egyszerfien kihtizzuk a va-
laszfalat, akkor elegend6en hosszt id6 miilva
az Utkdzések, rezgések stb. kdvetkeztében a
gazok teljesen Osszekeverednek. Vildgos, hogy

__¢eza folyamat a valésagban irreverzibilis, ezért

nem meglepd, hogy entropiandvekedéssel jar.

Talditunk tehdt egy egyszerfi példat az
olyan irreverzibilis folyamatra, amely teljes
egészében reverzibilis eseményekbdl tevédik
Gssze. Hz a molekuldk egy-egy iitkdzésérsl
filmet készitenénk, majd pedig forditva jat-
szandnk e, semmi rendelleneset nem észlel-
nénk. A keveredés részfolyamatai tehat telje-
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sen reverzibilisek és az egész mégis irrever-
zibilis!

Mindenki tudja, hogy a kiilénvalasztott
fehér és fekete molekulak percek alatt dssze-
keverednek, a kapott keveréket hidba figyel-
jiik tovabb, azt latjuk, hogy az mindig keverék
marad. Most mar ennek okdr is latjuk.
A rendszer allapota kezdetben bizonyos érte-
lemben rendezert volt, de az iitkdzések vélet-
lenszer(isége miatt rendezetlenné valik. Az
dliapot rendezettbsl rendezetlenné vildsa az,
amibél az irreverzibilités fakad.

Termeészetesen, ha az egészrél filmet készite-
nénk, s azt visszafelé jatszanink le, azt lat-
nank, hogy d rendszer fokozatosan rendezetté
valik. Valaki azt mondhatnd, hogy ez ellent-
mond a fizika tdrvényeinek. Ekkor a filmet
még sgyszer lejatszandnk visszafelé, s minden
utkdzést killon-killon megvizsgilnink. Azt
taldlndnk, hogy mindegyik iitkdzés tokéletes
Osszhangban van a fizika torvényeivel. A ma-
gyardzat az, hogy itt minden molekulanak
éppen olyan a sebessége, hogyha palyajukat
visszafelé kovetjiikk, pontosan a kiindulasi
allapothoz jutunk.

A valésagban dzonban ez a szitudcié rend-
kivill valészinfitlen. Ha a giznak amellett,
hogy kezdetben kiilon voltak a fehér és fekete
molekuldk, nem volt semmi specidlis rende-
zeitsége, akkor sohasem tér vissza eredeti
allapotaba.

46.5 Rend £s entrépia

Most pedig beszéljiink arrél, hogy mit
értiink rendezettségen és rendezetlenségen.
Nem arrol van szd ugyanis, hogy a rend kelle-
mes, a rendezetlenség pedig kellemetlen!

Osszuk a teret kis térfogatelemekre! Hany-
féle modon tudjuk szétosztani a fehér &s fekete
molekuldkat a térfogatelemek kozdtt uey,
hogy a fehérek csak az egyik, a feketék csak a
mésik oldalon legyenek? Hianyféleképpen
tudjuk szétosztani 8ket ezen kikdtés nélkiil?
Az utébbi esetben természetesen sokkal t5bb-
féleképpen. A |, rendezetlenség” tehit azon
belst elrendezések szdmaval mérhets, amel
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latszik. E szdm logaritmusa az entropia.
Amikor a molekuldk kiilon vannak vélasztva,
e szam kisebb, s igy az entrépia, a ,,rendezet-
lenség” is kisebb. A rendezetlenség e technikai
definicidjanak ismeretében tételiink mar ért-
het6vé valik.

A ,rendezettség’” szOt tehat ugy értiiik,
hogy viszonylag korlatozott a rendszer azon
atrendezéseinek szadma, amely mellett kiviil-
r61 ugyanugy néz ki.

Amikor a giz keveredésér6l készitett fil-
miinket forditva jatszottuk le, valojaban nem
volt olyan nagy a rendezetlenség, mint gon-
doltuk. Minden atom sebessége és iranya
pontosan olyan volt, hogy a végén minden jél
j6jjon ki. Az entrdpia tehat tulajdonképpen
nem volt olyan nagy, még ha ezt nem is lehe-
tett €szrevenni.

Mit mondhatunk a tobbi fizikai térvény
reverzibilitdsar6l? A gyorsuld toltés elekiro-
mos terének targyalasakor (3. kotet 28. feje-
zet) azt mondtuk, hogy az eimaradé (retar-
dalt) teret kell venniink. A ¢ id6pontban a
toltéstdl » tavolsigban a toltés 1—(r/c) id6-
pontbeli gyorsuldsanak megfelel terét vesz-
szilk. Elsd pillanatban tehdt ugy tiinik,
mintha az elektromossag torvényei nem lenné-
nek reverzibilisek. Csakhogy a szdmitdsban
alkalmazott torvények mind levezetheték a
Maxwell-egyenletekbdl, amelyek pedig rever-
zibilisek! Megmutathatjuk azt is, hogy ha
csak az el6rehaladd {(avanzsdlt) vagyis 2
t+ (r/c) idépontbeli dllapotnak megfeleid tér-
rel szdmolnank, és e szamolast egy zart térre
kovetkezetesen végigvezetnénk, akkor minden

- ugyanigy menne végbe, mint a retalddlt tér

esetén! Az elektromossidgnak ez a latszolagos
irreverzibilitasa tehdt — legaldbbis akkor, ha
a tér zart — valdjdban nem irreverzibilitas.
Ezt mar kissé érzékelni is tudjuk, hiszen
ismeretes, hogyha egy zart dobozban rezgd
t6ltés sugarzasa mindig visszaver8dik a falrol,
végiil is egyensulyi allapot alakul ki, amely
mar idében szimmetrikus. Az, hogy mi retar-
dalt térrel szdmolunk csak egyszerfisiti a sza-
mitasunkat.

Jelenlegi tudasunk szerint a fizika vala-

mennyi alapveté torvénye — Newion tOrvé-
nyeihez hasonléan — reverzibilis. Akkor mi-
bol ered az irreverzibilitais? Abbol, hogy a
rend rendezetlenségbe megy at!

Az irreverzibilitast azonban mindaddig nem
értjiik meg, amig nem tudjuk, hcgy honnani
ered a rend. Mi annak az oka, hogy naprét
napra mindig Gjbdl és 4jbdl az egyensulytol
tavol esb dallapotokkal taldlkozunk? Ennek
egyik lehetséges magyarazata a kovetkezd. Ha
elég sokaig varunk, eléfordulhat, hogy vala-
milyen rendkiviil valészinfitlen, de mégis le-
hetséges véletlen folytan a fehér és fekete

molekulédk keverékét tartalmazé dobozban az

egyik oldaion tilnyoméan fehér, a masikon
talnyomoban fekete molekuldk sfirfisodnek
Ossze. BEzutan, ahogy az id6 mulik és a vélet-
lenek folytatdodnak, a molekuldk ismét Ossze-
keverednek.

A mai vilag nagymérvii rendezeitségének
egyik lehetséges magyardzata az, hogy egy-
szer(ien véletlenrdl van sz6. Taldn a muitban
vildgmindenségiink valamilyen véletien fluk-
tuacidja kovetkeztében a kiilonbozd doigok
kissé széivéltak, s most €ppen ismét Ossze-
kevered6ben vannak. Az ilyen tipusa elmélet
nem aszimmetrikus: akar azt vizsgaljuk
ugyanis, hogy a jelenleg szétvalasztott allapot-
ban lev6 gaz milyen volt kevéssel ezel6tt, akar
azt, hogy milyen lesz kevéssel ezutédn, azt kap-
juk, hogy Osszekeveredik. Mindegy merre
halad az id8, a giz 6sszekeveredik. gy eszerint
az elmélet szerint az irreverzibilitds csupan
egyike a véletleneknek.

Szeretnénk azonban meggy6zni az Olvasot,
hogy ez nem igy van.

Nézziik most az egész doboz helyett csak
egy kis részét, s tegyiik fel, hogy ebben egy
adott pillanatban bizonyos rendezettséget ta-
pasztalunk; e kis részben a fekete és fehér
molekuldk kiilonvaltak. Milyen kévetkezietést
vonhatunk le ebbdl azokra a helyekre, ame-
lyeket még nem lattunk ? Ha elfogadjuk, hogy
a rend a teljes rendezetlenségbdl jott 1étre egy
fluktuacidé kovetkeztében, akkor nyilvanvaléan
a legvaldszinibb fluktuiciot kel feltételez-
niink a tdbbi helyeken, s ez nem az, amelyben
a fehér és fekete kiilonvalik.

Abbol a feltevésbdl tehat, hogy ismert vila-
gunk egy fluktudcié kdvetkezménye, arra ko-

-~ vetkeztethetiink, hogy ha megnézziik a vildg-

nak egy eddig még sohasem latott részét, azt
rendezetlennek talaljuk, s igy nem fog hason-
litani az altalunk ismert részhez. Ha tehdt a
Vildgban észlelt rend fluktudcid kovetkez-
ménye lenne, akkor sehol masutt nem szamit-
hatnank rendre, mint ahol azt mar észlelték.

Tegyiik fel viszont, hogy a fehér és fekete
molekuldkat azért taldljuk bizonyos mértékig
elkiilontilve, mert a mtltban teljesen kiilon
voltak. Eszerint az elmélet szerint mashol is
van rend, és ez nem fluktuacio, hanem az
1d6k kezdetén fennaild sokkal magasabb foku
rendezettség kovetkezménye. Azt varnank
tehat, hogy rendet taldlunk olyan helyeken is,
amelyeket eddig még sohasem lattunk. Tud-
juk viszont, hogy a csillagdszok naprél napra
4j csillagok felé forditjak tavesoveiket, s ezek
az 0j csillagok ugyanugy viselkednek, mint
azok, amelyeket mar ismertek. Ebb&l arra
kovetkeztethetiink, hogy a vildg nem fluktua-
Ci6 és a rend a kezdeti allapot emléke.

Ezzel nem azt akarjuk mondani, hogy most
mar értjitk az egésznek a logikajat. Valamikor,
valamilyen okndl fogva a vildgmindenség
entropidja igen kicsi volt energiatartalmihoz
képest, s az entrdpia azéta allandéan névek-
szik. Ez tehat az Gt a jov6 felé. Ez az eredete
minden irreverzibilitisnak, ez irdnyitja a né-
vekedés és pusztulds folyamatat, és ezért van
az, hogy emléksziink azokra a dolgokra,
amelyek a viligmindenség mainil rendezet-

REND ES ENTROPIA 95;

tebb éllapotdban torténtek, de nem vagyunk
képesek ,emlékezni” olyan eseményekre,.
amelyek a vildg mainil rendezetlenebb alia--
potélgan — vagyis a jovBben — kovetkeznek
be. Ugy vagyunk ezzel a probléméval, mint
egy pohar borral: ha elég alaposan megvizs-
galjuk észrevessziik, hogy milyen rendkiviil
Osszetett €s bonyolult. Van benne iiveg, viz,.
fény, és még ezen kiviil megszdmlalhatatlanul
sok minden.

A fizika szépsége részben abbél ered, hogy

meég az egyszerfi és az idealizalt dolgok
— mint pl. a kilineskerék — is csak azért mi-
kodnek, mert részei a viligmindenségnek.
A Kkilincskerék azért miikodik csak az egyik
irdnyban, mert kapcsolata van a vildgminden-
ség tobbi részével. Ha a kilincseket elég hosszit
idére elszigetelnénk a tdlvilagtol, akkor mind-
két irdnyban ugyanolyan valészinfiséggel mii-
kodne. De mivel részei vagyunk a vildgnak, a.
kilincskerekek, amelyeket készitiink, egy
irdnyban miikddnek. Ez az egyiranytsag pedig
abbdl szdrmazik, hogy a kilincskerék is része a
vildigmindenségnek, méghozza nem csak abbam
viligmindenségnek, méghozzda nem csak
abban az értelemben, hogy térvényeinek enge-
delmeskedik, hanem olyan értelemben is,.
hogy egyiranyu viselkedése is a vildgminden-
ség egyiranyu viselkedésének része.

Az egészet azonban mindaddig nem érthet-
jlik meg teljesen, amig a vildg kialakulasavak
kapcsolatos elképzelések helyét egyre jobbam
4t pem veszi a tudomanyos megismerés.
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47.1 Hullamek

A tovabbiakban a hullamjelenségekkel fog-

ialkozunk. Mivel hulldmokkal nemcsak az itt |

targyalt hangtannal kapcsolatban, hanem a
fizika legkiilonboz6bb teriiletein is talalko-
zunk, érdemes -altaldnossidgban is tanulma-
nyozni 6ket.

A hulldmok és a rezgbrendszerek kozott
'szoros kapcsolat van, a hulldmok azonban
nem csupan id6t6l fliggd, lokalizalt rezgések,
hanem a térben is tovaterjednek.

Tulajdonképpen mér volt dolgunk a hul-
iamokkal! Amikor a fény tulajdonsagait ele-
meztiik, igen alaposan megvizsgaltuk a kiilon-
b6z8 helyeken levd, azonos frekvencidju for-
T4sokbol eredé hulldmok térbeli interferen-
<idjat. Nem tértiink ki azonban két fontos
jelenségre, pedig ezek fényre, vagyis elektro-
mégneses hullimokra éppugy jellemz6k, mint
barmilyen mas hulldmra. Az egyik az idébeli
interferencia. Ha két, kissé eltérd frekvencidju
hangforrasb6l szdrmazo hangot egyidejlileg
hallgatunk, akkor fiiliinkh6z az egyik hullam
hulldmhegyeivel egyidében a masik hullam-
nak vagy a hullimhegye vagy a hullamvolgye
érkezik {(47.1 dbra). Az eredd hullam periodi-
kus er8sddése és gyengiilése a lebegés, vagy
mas szavakkal az iddébeli interferencia. A ma-
sik jelenségkor: a hullimok terjedése zart tér-
ben, vagyis a hulldmok visszaverddése a falak-
16l és az igy kialakult eredd hullamkép.

Mindezeket természetesen az elektromag-
neses hulldimoknal is targyalhattuk volna, de
ha mindent ugyanazon a példin mutatunk
meag, akkor kevésbé 1atja meg az Olvaso, hogy
a fizika ki{ilonboz6 jelenségeiben milyen sok a
%5z0s tulajdonsag!

" 47 A hang és a hullamegyenlet
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47.1 abra. IdGbeli interferencia két ldssé, ki;l?n;
boz6 frekvencidji hangforras kozott €s a 1étrejovo
lebegés

A hullamjelenségekre tovabbi példaként
megemlitjiik a vizben 1étrejové nagy hulldm-
hossza hulldmokat, valamint a feliileti fesziilt-

ség hatasara kialakuldé kis fodrozédasokat.

Szilard testekben kétféle hullam alakulhat ki:
kompressziés (longitudinalis) hulldm, amely-
ben a szilard test részecskéi a hullamterjedés
iranyaban végzik rezgéseiket (gazokban a
hanghulldmok is ilyen tipusuak), és transzver-
zdlis hullam, amelyben a részecskék a terjedés
iranyara merdlegesen rezegnek. (A foldren-

- géshuildmokban pl., amelyeket a foldkéreg
hirtelen elmozdulasa valt ki, mindkét tlpusu

~ hulldim megtaldlhato.) :
A modern fizika k6rébdl emlltettuk mar az
_ anyaghullémokat. Egy részecske adott helyen

val¢ megtaldlsi valoszfm’iségének amplitado-

jat is hullamfiiggvény irja le. Az anyaghulla-
mok frekvencidja az energidval, hulldamhossza
pedig az impulzussal ardnyos. E hullamokkal
a kvantummechanika foglalkozik.

E fejezetben csak a hullimhossztol fiigget-
len sebességli hullamokkal foglalkozunk. Ilyen
pl. a fény vakuumbeli terjedése. A fény ter-

~—jedési sebessége ugyanakkora, akar a radié-

hulldmokrdl, akér kék, z6ld fényrsl vagy bar-
milyen mas hullimhossza fényrél van szo.

A sebességnek a hulldmhossztol vald fiig-
getlen volta az oka annak, hogy elészor észre
sem vettiik, hogy hulldimterjedésrdl van szd.
Ehelyett azt mondtuk: ha valahol egy elektro-
mos toltés mozog, akkor tdle x tdvolsagban az
elektromos tér a t6ltésnek nem a ¢ id8pontbeli,
hanem a kordbbi, —x/c idSpontbeli gyor-
suldséval aranyos. Ha tehat valamely pillanat-
ban megadjuk a térerdsség térbeli eloszlasat,
akkor abbdl a ¢ id6vel késBbbi eloszlast gy
kaphatjuk meg, hogy az egészet cz-vel eltol-
juk (47.2 4bra). Matematikailag ez azt jelenti,
hogy (egydimenzios esetben) az elektromos tér-
erésséget x— ct fiiggvényének tekintjiik. t = 0
esetén a térerlsség az x valtozé valamilyen
fliggvénye. Egy kés6bbi iddpontban x-et kissé
meg kell ndvelniink, hogy visszakapjuk a tér-
ersség + = 0 idSpontbeli értékét. Ha pl. a
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47.2 dbra. Az elektromos tér egy adott idépillanat-
ban (folytonos gérbe) és ¢ idSvel késbb (szagga-
tott gorbe)

7 Mai fizika 4. kot.
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t = 0 pillanatban a térer8sség maximuma az
x = 3 helyen volt, akkor a ¢ id3pillanatban a
maximum helyét a kovetkezéképp hatdroz-
hatjuk meg:

x—ct =3, vagyis x = 34ct.

Fiiggvényiink valoban egy hulldim terjedé-
sét irja le.

Osszefoglalva, az f(x—ct) fiiggvénnyel leirt
hullamra

fle—et) = flx+Ax—c(++AD],

ahol Ax = cAr.

Van persze egy masik lehetdség is, hiszen a
hulldmmozgés forrdsa nemcsak a bal oldaion
lehet, mint a 47.2 4bran, hanem a jobb olda-
lon is. Ekkor a hulldm a negativ x értékek
irdnyaba terjed, s valamilyen g(x+ c?) fiigg-
vénnyel irhat6 le.

A térben egyszerre tobb hulldm is terjedhet,
s ekkor az elektromos térerésség az egymas-
tol fiiggetleniil terjed6 hullimok térerésségei-
nek Osszege. A hulldmok e tulajdonsiga tigy is
megfogalmazhatd, hogy ha filx—cd) és
Solx—cr) egy-egy hullimnak felel meg; akkor
Osszegiik is hulldmot ir le. Ez a szuperpozicié
elve. Ugyanez az elv érvényes a hanghull4-
mokra is.

Mint mindenki tudja, a hangokat pontosan
keletkezésiik sorrendjében halljuk. Ha pl. a
nagyfrekvencidjii hangok gyorsabban terjed-
nének, mint a kisfrekvencidjiak, akkor a zenei
hangokat rovid, éles zorejek sorozatinak
hallandnk. Hasonl6an: ha a vérds fény gyor-
sabban terjedne a kéknél, akkor egy fehér
fény felvillandsat el6szor vordsnek, majd fehér
nek, végiil pedig kéknek latndnk. A valdsig-
ban — mint jol tudjuk — nem ez torténik.
A leveg6ben mind a fény; mind pedig a hang
sebessége — nagyon j6 kézelitésben — fiigget-
len a frekvencidtél. Olyan hullimok terjedé-
sére, amelyekre ez a fiiggetlenség nem all fenn,
a 48. fejezetben idtunk majd péidakat.

A fény (elektromdgneses hullimok) esetére
megadtunk egy szabélyt, amelynek segitségé-
vel tetszSleges pontban kiszAmithatjuk vala-
mely gyorsuld toltés elektromos terét. Azt
gondolhatndnk, hogy célunk most is hasonld
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t6l adott tavolsagra a levegd valamilyen tulaj-

‘donsaganak, pl. a nyomdasnak az értékét, a
forrasnak a hangterjedés idejével retardalt
mozgasa fiiggvényében. A fény esetében ez ki-
elégitd voit szdmunkra, hiszen nem tudtunk
mast, mint hogy egy mozgo toltés erdt fejt ki
egy masik; tSle bizonyos tavolsdgra levd tol-
tésre. Az, hogy az elektromos tér pontosan
hogyan jut el az egyik toltéstd] a masikig, nem
- yolt lényeges. A hangrdl viszont tudjuk, hogy
a leveg kozvetitésével jut el a hangforrastol az
érzékeldig, s igy természetes az a kérdés: mi a
levegd nyomdsa tetsz6leges id6pillanatban.
Szeretnénk azonban emellett pontosan meg-
ismerni a leveg6 mozgasat is. A fény esetében
azért elégedtiink meg egy szaballyal, mert az
elektromos tér torvényeit még nem ismerjiik.
A hangra viszont nem mondhatjuk ugyanezt,
hiszen a mechanika tdrvényei alapjan az egész
jelenségnek részleteiben is érthetSnek - kell
lennie. Roviden: a hangtan a mechanika
egyik fejezete, s igy Newton torvénye alapjan
— ismerve a kdzeg tulajdonsagait — a hang
terjedését megérthetjitk. Kés6bb a fény tulaj-
donsagait és a fényhulldmok terjedését is ha-
sonlé médon fogjuk levezetni az elektrodina-
mika torvényeibdl.

47.2 A haug terjedése

A kovetkezSkben Newton torvényeibdl ki-
indulva meghatdrozzuk a hang hangforras és
érzékels kozotti terjedésének jellemzGit, nem
foglalkozunk azonban a hang és a hangforras,
ill. érzékeld kozott fennalld kolesdnhatédssal.

Altalaban nem tekintjiik lényegesnek, hogy
milyen Gton jutunk a végeredményhez. E feje-
zetben azonban magit a levezetés modszerét
is fontosnak tartjuk. A matematikai fizika
segitségével a régi jelenségek torvényszeriiségé-
nek ismeretében 0j jelenségekre kaphatunk
magyarazatot. A matematikai fizika feladata
egyrészt adott egyenletek megoldasainak meg-
keresése, masrészt tjabbak keresése 0j jelen-
ségek lefrasara. Itt kdvetkezd levezetésiink jo
példa a mésodik feladatra.

Foglalkozzunk a lehets legegyszeribb pél-~ =
déaval, a hang egydimenziés térben val6 terje-

désével. Mielstt hozzakezdenénk 2 levezetés- -~

hez, vizsgaljuk meg a jelenséget. Ha a levegd-
ben valahol egy testet mozgatunk, valamilyen
zavar keletkezik. Milyen természetl ez a za-
var? A test mozgatisa nyomdsvaltozast idéz
els. Ha elég 6vatosan mozgatiuk, a levegd
csak aramlik koriilstte. Minket azonban most
az olyan gyors mozgasok érdekelnek, amelyek
ilyen 4dramldsra nem hagynak id6t. Ekkor a
mozgd test Osszenyomja a levegbnek azt a
részét, amellyel érintkezik, az Gsszenyomott

levegd nagyobb nyomast fejt ki a kdrnyezd —-|

levegdre stb., vagyis a leveg8ben hulldm terjed.

Szeretnénk ezt a folyamatot matematikai-
lag is leirni. Els6 feladatunk annak eldontése,
hogy milyen véltozokkal dolgozzunk. Az em-
litett példdban ismerniink kell, hogy mennyire
mozdult el a levegd, igy egyik fontos véltozénk
feltétlenii! a levegd elmozduldsa a hanghullam-
ban. Azt is szeretnénk tudni, hogy az elmoz-
dulds kdzben hogyan valtozik a levegd sirii-
sége. Valtozik a levegd nyomdsa is és ez is érde-
kel minket. A levegbnek nyilvan sebessége is
van, és azt is le akarjuk irni. A levegd részecs-
kéinek van bizonyos gyorsuldsa is — de e sok
véaltozd felsoroldsa kozben nem nehéz ra-
j6nni, hogy ha ismernénk a levegd elmozdula-
s&t az id6 fiiggvényében, akkor abbdl mar ki
tudnank szamitani pl. a sebességet és a gyor-
suldst is.

Mint mondoituk, csak az egydimenzids
hulldmokkal foglalkozunk. Ez akkor jé kéze-
lités, ha elegendéen tdvol vagyunk a forrastdl,
vagyis ott, ahol az un. hulldmfrontok mar igen
j6 kozelitésben sikok. Ez esetben a ¥ elmoz-
dulds csak x-t8l és #-t8l fligg, y-tol és z-tbl
nem. A levegd dllapotvaltozasait tehdt a
%(x, 1) figgvénnyel irjuk le. :

Teljes ez a leirds? Ugy tlinik, hogy egyalta-
lan nem az, hiszen semmi informacioét sem
‘nyuit a levegdmolekuldk mozgdsanakrészletei-
rél. A molekuldk minden irdnyban mozog-
nak, s ezt a y(x, £) fliggvény nem tiikrozi.
A Kkinetikus elmélet szerint ha egyik helyen
nagyobb a slirliség, mint a vele szomszédos
méasik helyen, akkor annyi molekula megy 4t
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T a nagyobb sfirfiségii helyr6l a kisebb sfir(isé-

glire, amennyi a kiegyenlit6déshez sziikséges.
~Hanghulldm keletkezéséhez az  sziikséges,
hogy a nagyobb siiriségli, nagyobb nyomésu
_tartoméanybol kidramié molekuldk impulzust
adjanak at a szomszédos, kisebb nyomdsu tar-
toméany molekuldinak. Hang tehat csak akkor
keletkezhet, ha az a tdvolsdg, amelyen a sirf-
ség €s nyomds észrevehetGen megvaltozik,
sokkal nagyobb a molekuldk &tlagos szabad
uthosszanal.

Vildgos tehat, hogy a gdznak csak a szabad
uthosszhoz képest nagy 1éptékd viselkedését

“akarjuk lefrni, s igy a géztulajdonsdgainak

leirdsakor nem az egyes molekuldkbol indu-
lunk ki. Elmozduldson pl. a gizbdl vett tér-
fogatelem tomegkdzéppontjanak elmozdula-
sat értjiik, s a nyomaés és a sfirfiség is az e tér-
fogatelemre vonatkozé értékeket jelent. A nyo-
mast p-vel, a sfirliséget p-val jeldljiik, s mind-
kettSt x és ¢ fliggvényének tekintjiik. Nem sza-
bad azonban elfelejteniink, hogy ez a leirds
kazelités, ami csak akkor engedhetd meg, ha
a gaz tulajdonsdgai a tavolsdgnak nem nagyon
gyorsan véaltozé fiiggvényei.

47.3 A huilamegyenlet

A hanghullamok fizikédja a kdvetkezd hé-
rom jelenségen alapul:

1. A gz mozog és kozben slirfisége valto-
zik.

II. A sfirliségvaltozas nyomasvaliczashoz
vezet.

1. A nyomaéskiilonbségek mozgasba hoz-
zak a gazt. Foglalkozzunk el8szor I1.-vel. Bar-
mely gaz, folyadék vagy szilird anyag eseté-
ben, a nyomads valamilyen fiiggvénye a siirii-
ségnek. A hanghulldm megérkezése el6tt a
kozeg egyensilyi allapotban van. Jeldlje az
ennek megfelelé nyomdst p, a slirliséget pedig
0o A kOzeg p nyomasa és p slrlisége kozbtt
alljon fenn valamilyen a kozegre jellemz6
P = f{o) sszefiiggés. Specidlisan 2 p, egyen-
stlyl nyomaésra: p, = f{gy). A hanghulidm-
ban a nyomas egyensulyi értékt6l vald eltérése
(pe) igen kicsi.

il

A nyomads mérésére alkalmas egység a bar:
1 bar = 10° N/m® A normalis légnyomas
kozelitbleg 1 bar-nak felel meg. Mivel a fiil
érzékenysége logaritmikus, a hangtanban az
intenzitasskalat logaritmikusra valasztiuk. Ez
a decibelskala. A p nyomdsamplitudéju hang-
hulldm 7 akusztikus nyomadsszintje :

I =201g(p/prer) dB,

ahol a referencianyomas prer = 2-10710 bar.
Egy 60 dB erdsségli, mérsékelten erés hang-
nak megfelel6 nyomasamplitudé igy p = 103
Dref = 2-1077 bar*. Mint latjuk tehét, a hang-
hulldim nyomdsvaltozédsai valoban igen kicsi-
nyek az egyensulyi vagy 4tlagos 1 atm nyo-
mashoz képest. Ennek megfeleléen az elmoz-
duldsok és a sfirfiségvaltozasok is igen kicsik.
Robbanés esetén mar nem ilyen kis valtoza-
sokkal van dolgunk: az atlagnyomastol valo
eltérés jelentGsen meghaladhatia az 1 atm-t is.
A nagy nyomésvaltozasok soran Gj jelenségek
1épnek fel. Clyan hangokkal mar ritkan taial-
kozunk, amelyeknek akusztikus intenzitas-
szintje 100 dB-nél nagyobb; 120 dB az a hatar,
amely f6l6tt a hang mar fajdalmat okoz. Ha
tehat a hanghullam leirdsakor a nyomast és a
striiséget

(47.1)

D =pptPes 0 =0p+0e 412) -

alakban fejezziik ki, mindig feltételezhetjiik,
hogy a p- eltérés igen kicsi p,-hoz képest.
E feltevéssel

DPot+pe = f(90+ Qe) = f(Qo)+ Qef’(Qo)s

ahol p, = f(0g) és f'(gy) az f(p) fiiggvény
0 = go helyen vett derivéltja. (47.3)-ban csak
azért frhattuk le 2 masodik egyenldségjelet is,
mert g, igen kicsiny. Azt kaptuk tehat, hogy a
nyomas és a slirliség egyengllyi értéktdl valo
eltérése, p. €s o, ardnyos egymassal, vagyis az

(47.3)

* Ha<a D..; nyomdst igy valasztjuk meg, p nem
a hanghulldm nycmdésénak legnagyobb ériékét,
hanem 2 ,,nyomdsok négyzetes kdzépériékének
négyzetgydkét” jelenti, amely a nyomas csticsérté-
kének 1/y2-szorose.



100 -

= (2
DPe =#0e, ahol x = f'(g) = (dg )0.
47.4)

A II. részfolyamat tehat ezzel a rendkiviil egy-
szeril egyenlettel irhatd le.

Foglalkozzunk most az 1. részfolyamattal.
Tegyiik fel, hogy a levegb egy elemi térfogata
a hanghulldm megérkezése el6tt az x helyen
volt, a hang hatdsdra ¢ id6 alatt y(x, #)-vel
elmozdult, vagyis az elmozdulds utini helyzete

x+ x(x, £) (47.3 4bra). Legyen egy kozeli tér-

AC))

f ,
1 ' .
Régi térfogat i Uj térfogat
8 Rl [
h :

]
L ! !
X X+ 20 (x+Ax)+2(x+4dx,t)
!

1
1

1

1
x+4x

1

1

1

L )

2(x+A4x,1)
47.3 &bra. A levegd elmozduldsa az x helyen
%(x, 1), az x+Ax helyen pedig x(x+Ax, 7)

A sikhulldm egységnyi keresztmetszetére esd térfogat eredeti-
" leg Ax, az elmozdulds utdn pedig Ax+x(x+Ax, £)—x(x, ?)

fogatelem helye nyugalmi allapotban x+Ax,
j helye pedig x+Ax+ y(x+Ax, 9. A siirliség
megvaltozasat ekkor a kovetkez&képpen sza-
mithatjuk ki. Mivel csupan sikhullimokat
vizsgalunk, az x-tengelyre, vagyis a hang ter-
jedési irdnyara merdleges keresztmetszetet
egységnyinek valaszthatjuk. Az x és x+Ax
kozotti levegd tomege p,Ax, ahol g, a levegd
zavartalan, vagyis egyensulyi s{ir(isége. A hang-
hulldm hatdsara e leveg6 x+ x(x, #) és x+Ax+
+ x(x+Ax, 1) koz¢é keriil, s igy most e tarto-
manyban ugyanafmyi lesz a levegd tomege,
mint az egyensilyi allapotban Ax-ben volt.
Az 1j stirliséget p-val jeldlve:

00 Ax = plx+Ax+ y(x+Ax, £) —x — x(x, H)].
47.5)
Mivel Ax kicsi:

xe+Ax, H—x(x, H = (Ox/0x)Ax.
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_aranyossagi tényez6t x-val jeldlve -

(Azért szamolunk parcialis differencilhanya- "> | -

dosukkal, mert ¥ nemcsak x-t6l, hanem #-t&1
is fiigg.) E helyettesitéssel egyenletjink: s

0 Ax =0 (—Z—%Ax-{—Ax) ,  (471.6)

vagyis
a»
29 = @5+ 00) a’f torto.. @I

X

Mint tudjuk, a hanghullamban minden-vai-
tozas, igy 0., ¥ €s ¥0/0x véltozasa is kicsi, ezért

az utols6 egyenletben — vagy az azzal ekvi-~—

valens

ox ox
Qe = —906-;9—96 3x

(47.8)

egyenletben —p.(0y/0x) elhanyagolhato
00(0%/0x)-hez képest. Ezzel megkaptuk az

1. részfolyamatra vonatkozd Osszefiiggést:
Qe = —0p % (47.9)
Ez a képlet megfelel elképzeléseinknek. Ha az
elmozdulés x fiiggvényében valtozik, slirfiség-
valtozasok lépnek fel. Az elgjel is helyes: ha
a y elmozdulds x fiiggvényében nd, ‘alevegd

kitagul, s igy siirfiségének csdokkennie kell.-
Vezessiik most le a ITI.-nak megfelel5 egyen-
letet, amely a nyomasnovekedés hatdsira ki-
alakul6 mozgist irja le. Ha ismernénk az er6
és a nyomas kozotti Osszefliggést, a mozgas-
egyenletet maris fel tudnank frni. Tekintsiink
egy vékony, Ax vastagsigl, az x-tengelyre
merdlegesen egységnyi keresztmetszet(i levegs-
réteget; a rétegben levd levegd tomege pyAx.
Mivel e réteg gyorsulsa o%; /0%, tdmegének és
gyorsuldsanak szorzata g, Ax(d% /o). (Ha
Ax elég kicsi, akkor nem lényeges, hogy a
0% /0F% gyorsuldsnak a réteg szélén vagy vala-
milyen kdzbensd helyen felvett értékével sza-
molunk-e.) Az x-tengelyre merdleges réteg
egységnyi keresztmetszetére hatd erd egyenld
a pyAx(0%; /0% kifejezéssel. A +x irdnyban
hat6 er6 az x helyen (feliiletegységenként
plx, ©), az eilenkez6 irdnyban haté erd az

x+Ax helyen pedig p(x+Ax 1) (47.4. abra),
sfey.
op

P, —plx+Ax, 1) = ———Ax = —
ox

= —%Ax.

o (47.10)

x) T

: px+4x,¢)

— -—

<—

Bt Ax

47.4 dbra. Az x-tengelyre merdlegesen egységnyi
ke;esztmetszetﬁ, Ax vastagsagil rétegre hat6 nyo-
moerék pozitiv x-ek irdnydba vett eredgje
—(@p./0x)Ax

Itt felhasznaltuk, hogy Ax kicsi, és p két része
koziil csak p- valtozik. A III. jelenségnek meg-
feleld egyenlet tehat a kovetkezd:

oy
o 57

Ope
ox

(47.11)

Most mdr elég egyenletiink van ahhoz, hogy
az egyik fliggd valtozd, mondjuk x kivételével
sorra kikiisz6boljiikk valamennyi fiiggs vélto-
zot. A (47.11)-b8l (47.4) felhasznaldsaval a
kovetkez6t kapjuk:

00

oy
QOW__AF;' (4712)

Ezutan (47.9) segitségével 0e-t is kikiiszbol-
~ Jik. Ekkor g, is kiesik, s igy

¢ _ (47
W =% E);Z— s \4/ 13)
vagy ¢} =« jeloléssel:
%y 1%
= 47.14
ox? o “7.14)

Ez a hulldmegyenlet {rja le a hang viselkedését
az anyagban.
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47.4 A hullimegyenlet megolddsai

Neézziik most meg, hogy valdban leirja-e a
hullimegyenlet az anyagban terjedd hang-
hulldmok lényeges tulajdonsigait. Levezet-
het6-e beléle, hogy a hang 4llandé sebességgel
terjed? Szeretnénk bebizonyitani, hogy két
hanghulldm szabadon 4thaladhat egymdson
— vagyis fenndll a . szuperpozicio elve. Azt
varjuk, hogy ez az egyetlen egyenlet mind-
ezeket a tulajdonsédgokat magéban foglalja.

Mint megjegyeztiik, minden olyan sikhul-
lamszer(i zavar, amelyik alland6 v sebességgel
terjed, lefrhaté egy f(x—vf) fiiggvénnyel.
Nézziik meg tehat, hogy megoldasa-e a hul-
ladmegyenletnek a y(x, 7) = f(x—vr) fiiggvény.
A Oy /0x parcidlis differencidlhdnyados éppen
f derivaltjat adja: Oy/Ox = f/(x—wvr). Ezt
még egyszer differencialva:

G

ox

Ha ugyanezt a filiggvényt ¢ szerint differen-
cialjuk, a fliggvény derivaltjAnak — v-szeresét

kapjuk, vagyis Sy /of = —vf(x—wr), s az id8
szerinti mésodik differencidlhanyados

F(e—vi). (47.15)

2,
LL _ e,

s (47.16)

Nyilvdnval6 tehat, hogy ha v = ¢,, akkor
f(x—w1) kielégiti a hullimegyenletet.

A mechanika torvényeibdl tehit azt kapjuk,
hogy minden hang cp, sebességgel terjed, ahol

Cp = wle = (dp/dg)(l)/z.

Ezzel megtaldltuk a hullém sebessége és a kozeg
tulajdonsdgai kézotti kapesolatot.

Konnyl belatni, hogy az ellenkez$ irany-
ban haladé (x, ) = g(x+ vr) zavar is kielégiti
a hullimegyenletet. Ez az eset csak v elGjelé-
ben tér el az el8z4t81, mivel
csak v2-t8] fiigg, teljesen mindegy, hogy fiige-
vénylink argumentuma x— vt vagy x+ vt.

Rendkiviil érdekes a megoldésok szuper-
pozicidjdnak kérdése. Tegyik fel, hogy y,
megoldésa a hullimegyenletnek. Ez azt jelenti,
hogy y;mek x szerinti mésodik parcidlis

azenban 8%y /272
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differencidlhanyadosa égyénlé f szerinti méso-
- dik parcialis differencidlhdnyadosdnak 1/cn-

szeresével. Barmely mdsik y, megolddsnak is
megvan ugyanez a tulajdonsiga. Szuperponal-
juk (adjuk 6ssze) a két megoldast:

21(x, D) = y10x, D+ 1ol D. 47.17)

Igazoljuk, hogy (x, #) is hulldm, vagyis ki-
elégiti a hulldmegyenletet. Ezt nem nehéz be-
bizonyitani, hiszen
Py _ B0 P
2 Ox ox?

(47.18)

és
P Pu, Pe
o~ o2 o’

gy 9% /0x® = (1/c2)0?y /o2, amivel igazoltuk
a szuperpozici6 elvét. A bizonyitds azon ala-
pult, hogy a hullimegyenlet y-ben linedris.

A fentiek alapjan azt varjuk, hogy egy x
irAnyban terjedd elektromdgneses sikhulldm,
amelynek polarizacija olyan, hogy az elekt-
romos tér mindig y irdnyd, a kovetkez6 hul-
14megyenletnek tesz eleget:

RE, 1 O,

= E e WO

(47.19)

ahol ¢ a fénysebesség. Ez a hullamegyenlet
valoban kdvetkezménye is a Maxwell-egyen-
leteknek. Ahogy a mechanika egyenleteibol
megkaptuk a hang hulldimegyenletét, az elekt-
rodinamika egyenleteibdl is levezethetd a fény
hulldmegyenlete.

47.5 A hangsebesség

A hang hullimegyenletének levezetése soran
kaptunk egy képletet, amely Osszefiiggést ad a
hulldm sebessége és nyomas sfirliség szerinti
derivaltjdnak egyenstilyi nyomason vett értéke

kozott;
dp
2
ch = ( ) .
de /,

E derivalt kiszdmitdsdhoz ismerniink kell a
h&mérséklet valtozdsat a hanghullamban. Azt

(47.21)

varjuk, hogy ahol a levegd Ssszenyomdédik, a
hémérséklet n8, ahol pedig kitdgul, ott a hd-
mérséklet csokken. T

A nyomaésnak a slir(iség szerinti derivaltjat

Newton szamitotta ki el6szor, abbol a felte= - |-

vésbél kiindulva, hogy a hémérséklet allands.
Feltételezését azzal indokolta, hogy a kisebb
és nagyobb nyomasu helyek kozott olyan
gyors a h&vezetés, hogy a homérséklet nem
valtozhat: EbbSl Newton elgondoldsat ko-
vetve kapjuk az izotermikus hangsebességet, -
amely a valdsagtol eltér. A helyes Osszefiiggést
kés6bb Laplace vezette le, aki az el6bbinek
pont az ellenkez6jét feliételezte, vagyis azt,

hogy a hanghullimban a nyomias ésa hémér- |

séklet adiabatikusan valtozik. A nagyobb nyo-
mast tartomanybdl a kisebb nyomasiba at-
4ramld hd mindaddig elhanyagolhat6, amig
a hullimhossz a szabad uthosszhoz képest
nagy. Ha ez fennall, a hanghulldimban végbe-
mend kis hdaram nem befolyasolja lényegesen
a sebességet, csupan a hangenergia kis elnyels-
désére vezet. Ha a hullamhossz és az atlagos
szabad tuthossz kozti kiilonbség csdkken, ez a
hangenergiaelnyelddés erdsodik, a hulldm-
hossz azonban ekkor mintegy milliészorta
kisebb a hallhaté hangokénal.

A hanghullimban tehat a sfirfiség fiige-
vényében vald nyomdsvaltozds adiabatikus,
tehat a p¥* = konst Osszefiiggéssel irjuk le.
Mivel a o siriség a V térfogattal forditva ard-
nyos, a p és o kozotti adiabatikus sszefiiggés:

(47.22)

ahonnan dp/do =#p/o. A hangsebességre
tehat (47.21)-b8] a kdvetkezSt kapjuk:
=22 47.23)
Y
frjuk 4t egyenletiinket i = »pV/oV alakba.. .
Ha felhasznaljuk a pV = NkT Osszefliggést, és
észrevessziik, hogy oV éppen a giz tomege,
amely Nm vagy u alakban is felirhato, akkor
#kT  %RT

CZ = — =
h - “
ahol m egy molekula salya és y a molsaly.
Ebbd! nyilvanvald, hogy a hangsebesség a gaz-

p = konst p%,

s (47.24)

7 pak csak a h6mérsékletétdl fiigg, nyomasatol

omds slirfiségét6l nem. Mint tudjuk,

1
KT = < mo?), (47.25)

ahol (v?) a molekuldk sebességének négyzetes

| kozépértéke. Ezt felhasznilva cf = Ge/3)(P),

vagyis

2wt
ch = (?/—2—) V4l - (47.26)

E szerint az egyenlet szerint a hangsebesség

durvéan 1/(3)"2-szerese a molekulék valamilyen
&rtelemben vett atlagsebességének (a sebesség
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négyzetes kozépértéke négyzetgydkének). Mas
szavakkal, a hang sebessége a molekula sebes-
ségével azonos nagysigrendi, s a fenti médon
definialt atlagsebességiiknél valamivel kisebb.

Természetesen varhaté is volt, hogy valami
hasonid eredményt kapunk, hiszen a zavard-
jelenséget (pl. a nyomdasvaltozast) végsd soron
a molekuldk mozgasa kdzvetiti. Ebbdl azon-
ban még nem kovetkezik a pontos terjedési
sebesség, hiszen azt is.el tudndnk képzelni,
hogy a hangot elsdsorban a leggyorsabb vagy
hogy a leglassubb molekuldk tovabbitjak.
Esszertinek és kielégit6nek tinik, hogy a hang
sebessége koriilbeliil a molekulak vy atlag-
sebességének fele.




48.1 Két hullam osszege

A 3. kotet 4. fejezetben mar eléggé részlete-
sen foglalkoztunk a fényhullimok tulajdon-
sagaival, valamint a két kiilonb6zd forrasbol
hulldmok interferencidjaval. Akkor azt téte-
leztiik fel, hogy a két forrés frekvencidja meg-
egyezik, most viszont attekintjiik a kiilonboz6
frekvenciaju forrasok interferencia-jelenségeit.

Tegytik fel elészor, hogy — a kordbbiakhoz
hasonléan — két teljesen egyforma, azonos
amplitadoja és frekvencidju oszcillatorunk
van, ahonnan a hulldmok egy adott P pontba
éppen azonos fazisban érkeznek. Ebben a
pontban a fény igen er6s, a hang igen hangos
lesz, az elektronok pedig igen nagy szdmban
érkeznek. Olyan P pontban, ahova a két hul-
lém 180° faziskiilonbséggel érkezik, nem ka-
punk jelet, hiszen az ered6 amplitudo itt zérus.
Tegyiik fel, hogy valaki elkezdi csavargatni az
a faziskiilonbség 0°...180° valtozik. Ennek
kovetkezményeként a P pontban a jelerdsség
is valtozik. Mit észleliink P-ben, ha az egyik
forras fazisa a masikéhoz képest lassan, egyen-
letesen valtozik? Az erBs és gyenge jelek
periodikus valtakozasa jon létre, hiszen min-
den 360°-o0s faziseltolds utidn ismét maxima-
lissé valik az amplitiadd. Az egyik forras fazisa-
nak egyenletes eltolodasa a masikéhoz képest
természetesen €ppen azt jelenti, hogy a két
forras frekvencija kiilonbozd.

Ha tehat két, eltérd frekvencidju forrasunk
van, eredéként valtozéd- intenzitasu rezgést
kapunk. Ezzel tulajdonképpen mindent el is
mondtunk, ami e jelenségkorben lényeges!

Igen konnyen megfogalmazhaté ez az ered-

mény matematikailag is. Legyen két hulld-

munk, s pillanatnyilag ne térédjiink a hulld-

P pontban torténik. Irja le az egyik forrasbol
a P-be jovo hulldmot cos w47, a masik forras-

bol jovbt cos w,t, ahol a két w csak kissé -

kiilonbozik egymastol. (Természetesen a két
amplitidénak sem kell azonosnak lennie! Ké-
sO6bb ezt az 4ltalanosabb esetet is levezetjiik, de
most egyszeribb a dolgunk, ha feltessziik,
hogy az amplitudok megegyeznek.) A P-ben
mért teljes amplitadd ekkor a két koszinusz-
fliggvény Osszege. Rajzoljuk fel a hullamok
amplitudéit az id6 fliggvényében (48.1 4bra).
Azt latjuk, hogy a hullimhegyek taldlkozasa-
kor er6s hulldm keletkezik, ha pedig a hullim-
hegyek hullimvolgyekkel taldlkoznak, az
amplitidd zérussa valik. '

Matematikailag a feladat csupan két ko-
szinuszfliggvény Osszeaddsabol és az eredmény
valamilyen atrendezésébdl all. Tudjuk (2. kotet
22.6 szakasz), hogy

ei(a+b) L eib s (481)
és hogy e’* valOs része cos x, képzetes része
pedig sinx. Igy ei(a+®) valos része cos (a+ b).
Az
el2eib = (cos a+ i sin a) (cos b+ sin b)

szorzas eredménye cos a cos b — sin a sin b
plusz valamilyen képzetes rész, amellyel azon-

ban most nem t6rédiink, mert csak a valds
részre van sziikségiink. Tehat

cos (a+ b) = cos acos b—sin asin 5. (48.2)

Valtoztassuk most meg & elgjelét. Ekkor csak

48 A lebegés |

cos 107t

AANNN
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cos 8t
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VARV,
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mok térbeli véltozasaival, csak azzal, ami a

&\ /\ A
U/

cos (Smt/2)+-cos 2at = 2 cos (wt/4) - cos (9ut/4)

48.1 dbra. 8 : 10 frekvenciaardnyt koszinuszhulldmok szuperpoziciéja

Altalanos esetben az egyes ,,lebegéseken” belili szerkezet nem ismétlédik meg pontosan

a szinuszfiiggvény valt elbjelet, a koszinusz
nem, és igy

cos (a—b) = cos a cos b+sin a sin b. (48.3)
A (48.2) és (48.3) egyenletet Ssszeadva a szi-
nuszos tagok kiesnek, és a

] .
cosacosbh = =3 (cos (a+ b) + cos (a— b))

(48.4)

Osszefliggést kapjuk. EbbSl & = a+b, f =
= a— b helyettesitéssel konnyen kifejezhetjiik

. 1
a cos a+cos 8 Ssszeget is. Mivel ekkor a = 5

(@+pB) és b= % (x—P), a kovetkez6t kapjuk:

1 1
cos atcos f = 2 cos 5 (@+p) cos > (w—p).

. : 48.5)

Térjiink most vissza eredeti feladatunkhoz.
A cosw, 1 és a cos wyt fliggvény Osszege

COS (017 + COS Wyt =
1 N 1
= 2cos > {w;+wy)eos > (wy—awy)t.

(48.6)

Tegyiik most fel, hogy a két frekvencia majd-
nem egyenl, s igy mindkettd kozelitSleg.

R | . .,
megegyezik az > (w;+w,) atlagfrekvencia-

val. Ekkor azonban w,—w, sokkal kisebb
w,-nél és wy-nél. Az eredd rezgést tehat egy,
az eredetihez tobbé-kevésbé hasonld frekven-
ciaju koszinuszhullimként foghatjuk fel, amely
nek amplitidoja lassan valtozik. E valtozas.

1 .
frekvencidja E(wl—wz). De vajon ez az a frek-
vencia, amellyel a lebegést halljuk ? Bar (48.6)-
. Sy 1
ban azt kapjuk, hogy az amplitidé cos 5

(w;—w,)-vel ardnyos, tulajdonképpen arrol
van sz0, hogy a nagyfrekvencidju rezgések
burkoléja két, ellenkezb eldjelii koszinusz-
gbrbe (amelyeket a 48.1 4bran szaggatott
vonallal jeloltiink). Ennek alapjan azt mond-

. e 1, 1
hatjuk, hogy az amplitad6 valéban 3(501‘0)2)

frekvenciaval valtozik, de ha a Aulléminten-
zitdsrdl van sz6, akkor e frekvencia kétszeresét
kell venniink. Igy tehat az intenzitist modulals:
hulldm frekvencidja w, —w,, bar képletiinkben
feleekkora frekvencidju szorzd szerepel.

Azt kapjuk, hogy ha egy o, és egy w, frek-



”\}e”n'ciéjﬁ hulldmot Bsszéé&ﬁnk, érediijiik
w,—w, frekvencidval ingadozé amplittidéju
1 .

5 (w4+w,) frekvenciaju hulldm lesz.

Ha a két amplitado kiilonboz6, az elézd
gondolatmenetet kovetve A; cos w.z-vel, ill.
A, cos wyr-vel elvégezhetjiik a szamitdst. Tud-
Jjuk azonban, hogy exponencidlis kifejezések-
kel sokkal kényelmesebb a szdmolds. Az 4,
cos w4t ugy is felfoghatd, mint A4,e1 valds ré-
sze. A masik hulldm legyen hasonléan Ayei@2!
valos része, és a kettd Ssszege A 21’4 4, e/,
Az atlagos frekvencidnak megfelels részt ki-
emelve, a kovetkez6t kapjuk:

Aleiw,j+ Aze"“’zt —

i i i
— eE€w1+w=)t[Ale?(wl—w3)t e—i?(wl—wz) t] )

+ A,
48.7)

Ismét egy hulldmot kaptunk tehat, amelyet
-egy kisebb frekvencidju hulldm modulal.

48.2 Lebegés és modulicio

A (48.7) hulldm intenzitasat kisz&émithat-
juk, ha a jobb vagy bal oldal abszolut értéké-
nek négyzetét vessziik. A bal oldait valasztva:

I = A4 A2+24,4, cos (0, —w)t.
(48.8)

Mint lithatd, az intenzitds w,—w, frekven-
ciaval véltakozik az (4;+ 4,)* és (4;—4,)?
hatdrok kozott. Ha A4; = A,, a minimalis
1intenzitds zérustol kiilonbozo.

Ugyanezt szemlélteti a 48.2 dbra. A komp-
lex sikon az egyik hullimnak egy w, szog-

Ar

48.2 abra. Xét azonos frekvencigji komplex vek-
tor eredGje
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sebességgel forgd A; hossziisdgu vektor, a
mdsik -hulldmnak pedig egy w, szogsebesség-

gel forgd A, hosszusagu vektor felel meg. Ha

a két frekvencia pontosan egyenld, a két vektor

eredéje forgds kozben hosszat nem valtoz- -

tatja, vagyis az intenzitds ebben az esetben
4llandd. Ha viszont a frekvencidk kissé kiilon-
boznek, a két komplex vektor kiilonboz6
sebességgel forog. A 48.3 dbra az A4, vek-
tor ,,szempontjabdl” mutatja a helyzetet.
Mikozben A, lassan elfordul A4,-t8l, a két
vektor eredfje, amely kezdetben nagy volt,
egyre kisebbé valik, majd a 180°-0os sz6gnél
eléri minimumat. .. Mikozben tehat a vekto-
rok forognak, Osszegiik amplitaddja hol
kisebb, hol nagyobb lesz, s ennek megfeleléen
az intenzitas valtakozik.

48.3 4bra. Xét kilonbozd frekvencidji komplex
vektor eredGje az egyik vektor végpontjadhoz rogzi-
tett forgd koordindtarendszerbél nézve

Abrank a lassan elfordulé vektor 6t egymds utdni helyzetér'

mutatja

Igen konnyen megfigyelhetd ez a jelenség
kisérletileg is. Kapcsoljunk ra két hangszoréra
két fiiggetlen oszcillatort. A két hulldmforras
altal kibocséatott jel kiilonbozs. Ha a két frek-
vencidt pontosan azonossa tessziik, az eredd
hangerG a tér minden pontjan 4llando lesz. Ha
ez egyik frekvenciit kissé megvaltoztatjuk,
azt halljuk, hogy az intenzitds valtozik : annal
gyorsabban, minél nagyobb a frekvencia-
kiilonbség. (Masodpercenként tiznél tobb val-
tozast a fiil mar nehezen érzékel.)

Jelenségiinket lathatdova is tehetjiik, ha a
két hangszord aramat egy oszcilloszképra kap-
csoljuk, amely az dramok Osszegét mutatja.
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Attdl fiigeBen, hogy a két frekvencia kozti

_ kiildnbség mekkora, vagy egy lassan véitozd

amplitidéju hulldmot latunk, vagy a 48.1
4brahoz hasonld | litktetést”. Minél nagyobb
2 killdnbség, a csticsok anndl kozelebb huzdd-
nak egymdashoz. Ha az amplitudok nem egyen-
18ek, az egyik jel gyengébb, mint a mdsik, az
ered hulldim amplitadéja — mint varhato
is — sohasem valik zérussa.

Ez a jelenség jatszodik le az amplitiido-
moduidcion (AM) alapuld radidadds esetében
is. A radidaddban igen nagy frekvencidju

elektromos rezgést keltenek; legyen e rezgés

frekvencidja pl. 800 kHz. Ha ezt a vivdjelet be-
kapesoljuk, a radidadé allandé amplitadojd,
s-onként 800 000 rezgést tartalmazd hulldm-
vonulatot bocsat ki. Az ,,informaciot” az add
agy tovabbitja, hogy a mikrofonba juté hang-
hulldmokat hozzdadja a vivGjelhez, azaz a
vivéjel amplitidéjat a hanghullamoknak meg-
felelSen modulalja. :

Tételezziik fel, hogy egy énekesnd hangsza-
lainak pontosan szinuszos rezgetésével tokéle-
tes zenei hangot ad ki. A radidado altal ki-
bocsétott jel erdssége ekkor a 48.4 abran 14t-
hatdan valtozik.

48.4 4bra. Modulalt vivéhulldm

Abrinkon oyjog =S5, mig a valddi radidhullimokndl
wyloy ~ 10

A vevBkészillkk e jelb6l +irszadllitja az
eredeti hangfrekvencias rezgést: a vivéhullam-
61 kiilonvélasztja annak burkoldjat, amely az
énekesn® hangszalai altal kibocsatott rezge-
seknek, vagyis a hangjénak felel meg. A hang-
sz6rd ugyanilyen frekvencidjii hangot kelt a
levegSoen, s a haligaté — mint mondani szo-
kis — meg sem tudja kiilonboztetni ezt a
hangot az eredetitSl. A valdésdgban persze a
kiilonbdzd torzitdsok és egyéb finom effektu-

sok miatt mégis érzékeljiik a kiilonbséget .a
radio- és a valédi énekhang k6zott, ez azon-
ban az elmondottakon semmit sem valtoztat.

48.3 Oldalsavok

A modulédlt hullim matematikailag az

S = (14 b cos wyt) cos wyt (48.9)

képlettel irhatd le, aho! w, a vivShullim,
o pedig a hang frekvencidja. Haszndljuk fel
ismét a koszinuszokra kapott dsszefiiggéseket,
vagy végezziik el a szdmitdast ¢? tulajdonsagai-
nak felhasznélasdval. (Az utébbi kdnnyebb,
de egyébként teljesen mindegy, hogy melyik
utat valasztjuk.) A kovetkez6t kapjuk:

1
S = cos wyt+ % b cos (wy + wm)t +

+ % b cos (wy—wm)t. (48.10)

A kimend hullam ugy is felfoghat6, mint a
harom hulldm szuperpozicidjaként keletkezett
eredd, melyek koziil az egyik wy, vagyis a
vivéhulliammal megegyez8 frekvencidja, a
masik két hulldm frekvencidja pedig a vivé-
hulldm és a moduldlé hullam frekvencidjanak
Ssszege, ill. kiilonbsége. A generdtor altal ki-
bocsatott jel intenzitasat a frekvencia fiigg-
vényében abrdzolva azt kapjuk, hogy az inten-
zitds talnyomoé része természetesen mindig a
vivéhulldm frekvencidjdhoz tartozik, amint
azonban egy énekes elkezd énekelni, az wy+wmy
és wy—wy frekvencidkon is megjelenik bizo-
nyos, az énekes 5% hangerejével ardnyos inten-

H

Op—, @, o, +wy, 3]
48.5 4bra. Egyetlen, w,, frekvencidji koszinusz-
hulldmmal moduldlt «, frekvencidji vivéhulldm
frekvenciaspektruma



zitds (48.5 abra). Ezek az oldalsdvok, amelyek
akkor jelennek meg, amikor az adé modulalt
jelet sugdroz. Ha a mikrofonba juté hang két
kiilonbdz6 we, és wiy, frekvencidju hangot tar-
talmaz (pl. ha egyszerre két hangszer hangja
hallhatd), akkor kénnyt belatni, hogy w,+wg
mellett két 4j hullim is megjelenik: w,+wn,
frekvencian.

Valamilyen bonyolult, sok koszinuszos tag
Osszegeként el6allithaté* modulaciénal az
‘ ado egy egész frekvenciatartomanyban suga-
i roz, melynek hatdrait a viv6hullim frekven-

cidjdnak és a moduldcidban részt vevd leg-
, magasabb frekvencidnak az GOsszege, ill.
T kiilonbsége adja.

Bar elsd pillantasra azt hihetnénk, hogy a
radidado csak a vivShulldm névleges frekven-
P cidjan sugdroz — hiszen a radidaddban nagy,
- rendkiviil stabil kristdlyoszcillitorok vannak,
! s mindent ugy allitottak be, hogy a frekvencia
pontosan 800 kHz legyen —, amint valaki pl.
bejelenti, hogy ,az adas frekvencisja
800 kHz”, ezt moduldlia a jellel, vagyis a
valodi frekvencia ekkor mar nem pontosan
800 kHz! Tegyiik fel, hogy a berendezés erd-
sit6i a fiil érzékenységi tartomanyanak jelen-
t6s részében jol miikddnek (a fiill 20 kHz-ig
hallja a hangokat, a rddiéadok és -vevsk azon-
ban 4ltaldban csak 10 kHz-ig mikodnek,
s igy a legmagasabb hangokat radién nem
halljuk). A bemondé hangjiban tehat
10 000 Hz-ig minden frekvencia eléfordulhat,
vagyis a radidaddé 790 és 810 kHz kozott
sugaroz. Képzeljiik el, mennyi zavart okozna,
ha a 795 kHz frekvencian egy masik ad6é mii-
kodne! Az sem segitene ekkor, ha a vevét

* Mikor Allithat6 el egy gorbe koszinuszok
Gsszegeként? Vilasz: altaldban mindig, kivéve
néhédny, csak a matematikusok szamara érdekes
esetet. Természetesen fel kell tenniink, hogy gér-
bénk egy pontban csak egy értéket vesz fel, s nem
ugrdl olyan értelmetleniil, hogy pl. egy végtelen
kis szakaszon végtelen sok ugrasa legyen. Ilyen
megszoritasoktol eltekintve, minden normalis
gorbe (pl. minden olyan hangnak megfeleld gorbe,
amelyet egy énekes hangszélainak rezgetésével ki
tud adni) eiGallithatd koszinuszhulldmok Sssrege-

ként.
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olyan érzékennyé tennénk, hogy csak a
800 kHz-es frekvenciat vegye, de ne vegye az

e frekvencia két oldalan elhelyezkedd 10 kiz |

szélességli oldalsavokat. [Ekkor ugyanis
— mivel az informdciét éppen az oldalsavok
tartalmazzdk — nem hallanink a bemondé

hangjat! Ezért feltétleniil sziikséges, hogy az

éllomésok ne legyenek egymashoz olyan kozel,
hogy oldalsdvjaik atfedjék egymaést, a vevs-
berendezés pedig csak annyira legyen szelek-
tiv, hogy a névleges frekvencia mellett meég az
oldalsavokat is tudja fogni. A radidadasban
€z a megszoritds nem okoz nagy problémat.

Mintegy +20 kHz frekvenciatartoményban - |

hallunk, a radidéadédsck szokdsos frekvencigja
viszont 500 és 1500 kHz k6z¢ esik, igy bésége-
sen van hely a radiéadok szamara.

Nehezebben megoldhaté a probléma a
televizié esetében. Az elektronsugir nyomdan
a képcsé feliiletén vildgos és sotét pontok
jelennek meg. Ez a ,,vildgos™ és,,s6tét” a ,.jel”
A sugér az egész 500 sorbol 4ll6 képet altala-
ban 1/30-ad s alatt tapogatja le. Tegyiik fel,
hogy a kép vizszintes és fiiggSleges felbontdsa
koriilbelill megegyezik, vagyis egy cm-re viz-
szintesen és fiiggblegesen is ugyanannyi pont
esik. Az 500 sor minden pontjaban meg kell
adni, hogy az illet6 pont vilagos vagy sOtét
legyen. Ha ezt koszinuszhulldmokkal akarjuk
elérni, a legkisebb hulldmhossz, amire sziik-
ségiink van, a képerny6 méretének 1,250 része.
Maisodpercenként 250X 500X 30 informéaciét
kell tehdt tovabbitanunk. A legnagyobb frek-
vencia, amelyet 4t akarunk vinni, igy majdnem
4 MHz. A val6sagban ahhoz, hogy a televizids
allomésok mfisorszorasat jol szét lehessen va-
lasztani (ne zavarjak egymast), ennél még va-
lamivel tGbbre, mintegy 6 MHz-re van sziik-
ség, a hang és egyéb informaciok atvitele miatt.
gy 800 kHz frekvencigju vivéhulldmmal ter-
mészetesen nem képzelhetd el tévéadas,
hiszen a modulalé frekvencia nem lehet na-
gyobb, mint a vivéhulldm frekvencigja.

A televiziés adasok frekvenciatartoménya
54 MHz-né] kezd6dik. Az USA-ban az elsé
atviteli csatorna (amelyet 2-es csatorndnak
neveznek) 34-t6]1 60 MHz-ig terjed, vagyis
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6 MHz szélességli. ,,De hiszen éppen most
bizonyitottuk be, hogy mindkét oldalon fel-

~iép egy oldalsav, s igy kétszerakkora savszéies-

séget kellene venniink ”— mondhatja valaki.

. Kideriil  azonban, hogy a radiémérndkok

meglehetSsen ravasz emberek. Ha a moduléit
jelben a faziskiilonbségek figyelembevétele
miatt koszinuszok mellett szinuszos tagokat is
megengediink, egy meghatirozott Gsszefiig-
gést kapunk a nagy és a kis frekvencidk felé
es6 oldalsav kozott. Ez azt jelenti, hogy az
egyik oldalsav a mdasikhoz képest nem tartal-
maz U informacidt, ezért az egyik oldalsavot

~nem is tovabbitjak, viszont a vevdkésziiléket

gy szerkesztik meg, hogy az az egyik oldal-
sdv és a vivbhulldm ismeretében rekonstruélja
az eredeti informaciot. Az egyoldalsivos adas
igen iigyes moédszer az informdacidatvitelhez
sziikséges hullimsav leszlikitésére.

48.4 Lokalizalt hullimcsomagok

Vizsgdljuk most egyiitt a térbeli és idébeli
interferencidt. Tegyiik fel, hogy a térben két
hullim terjed. Természetesen mar tudjuk,
hogy a térben terjedd hullimokat — pl. az el-
mozdulast egy hanghullimban !~ az ei@t—kx
fiiggvénnyel irhatjuk le. E fiiggvény akkor
megoldasa a hullimegyenletnek, haw? = k22,
ahol ¢ a hulldm terjedési sebessége. Ha ez az
Osszefiiggés fenndll, fiiggvénylink ek(x—c)
alakba irhatd, vagyis az 4italdnos f(x—cf)
fliggvény specialis esetére jutunk. Igy e fligg-
vény w/k = c sebességii hulldmot ir le és min-
den rendben van.

Osszegezziink két ilyen hulldimot! Tegyiik
fel, hogy a két hulldm eltérS frekvencidju.
(Annak az esetnek a vizsgilatat, amikor az
amplitadok sem egyenldk, az Olvaséra biz-
zuk; lényeges kiilonbséget ez sem jelent.) Sza-
mitsuk ki tehét az ef(ert—kix)p gilwst—kox) Gssze-
get. Felhasznaihatjuk a két jel &sszegének ki-
szamitdsahoz koribban levezeiett matemati-

* Magyarorszagon a tv-adds 625 sorral dolgozik
&s a csatornaszélesség is nagyobb (Szerkesztd).

kai képleteket. Természetesen, ha mindkét
hullam terjedési sebessége ¢, akkor feladatunk
igen egyszeri{ivé valik, hiszen
eiwl(t—xlc)+ eiwa(t—x[c) — eiaqt'_,_ glwat”
(48.11)

vagyis ugyantgy szdmolhatunk, mint eddig,
az eltérés csak annyi, hogy ¢ valtozé helyébe
¢ =t—x[c ¥p. Ugyanolyan moduldcidkat
kapunk, mint kordbban, de — mint lathaté — -
ezek a moduléciok a hullimmal egyiitt mozog-
nak. M4s szavakkal, ha két olyan hullimot
adunk Ossze, amely nemcsak rezeg, hanem a
térben is terjed, akkor az ereds hulldm szintén
mozog, mégpedig az Osszetevkkel azonos
sebességgel. -

Altalanositsuk most e meggondolast olyan
hulldmokra, amelyeknek frekvencidja és &
hulldmszdma koz6tti Osszefiiggés nem ilyen
egyszer(i — ez a helyzet pl., ha a kozeg torés-

. mutatdja frekvenciafiiggd. A 31. fejezetben

(3. kbtet) mar foglalkoztunk a térésmutatéval
és megallapitottuk, hogy a hullimszim:
k = nw/c, ahol n a térésmutatéd. Egy érdekes
specidlis esetre, a rontgensugarakra azt kap-
tuk, hogy '

Ngg
2egmw?

= (48.12)

Tudjuk, hogy ha w és k nem is ardnyos egy-
mdssal, az adott frekvencidji és hullimszama
hulldm terjedési sebessége mindig w/k. E ha-
nyadost fdzissebességnek nevezziik; ekkora
sebességgel mozognak az egyes hullimok adott
fazist pontjai, ill. csomdpontjai:

«

—. (48.13)
K

Vr =
A fézissebesség — pl. rontgensugarak tiveg-
ben val6 terjedése esetén — nagyobb a va-
kuumbeli fénysebességnél [n (48.12)-b3l ka-
pott érteke 1-nél kisebb]. Ez kissé megieps,
hiszen tudjuk, hogy a fénysebességnél na-
gyobb sebességgel nem lehet jeleket tovAbhi-
tani!
Nézziik meg, mit mondhatunk két hullim



e st edie s kol

110 - . A LEBEGES

milyen Osszefiiggés. Az n-re adott (48.12) kép- -

letbél specialis esetiinkre k a kovetkez6képpen
fejezhetd ki w fliggvényeként:
w a

k=———

c we

, (48.14)
ahol a = Ng?/2eym 4liandd. Minden frekven-
cidhoz tartozik egy meghatarozott hullaxr}-
sz&m, s célunk két ilyen hulldm Ssszegének ki-
szamitasa.
A (48.7 egyenlethez hasonléan:
' ellort—kix) L pilst—kax) —
= eil2[(ortws)t— (k1 + k)] 3¢
X {eilz[(“’l_a’Z) t=(ky—ke)x] -
(48.135)

Ismét moduldlt hulldimot kaptunk tehat,
amelynek frekvencidja és hulldmszdma az
atlagos frekvencia és az atlagos hulldmszam,
amplitadéja pedig a frekvencidk és a hulldm-
szamok kiilénbségétdl fiigg.

Tegyiik most fel, hogy a két hulldim frek-
vencija kozott viszonylag kicsi az eltérés. Ha
két olyan hulldmot Ssszegziink, amelyek frek-
vencidja és hullamszama kozel egyenld, akkor
(w1+y)/2 helyett gyakorlatilag akdrmelyik
eredeti frekvenciat is vehetjiik, s hasonlét
mondhatunk (k,+ kp)/2-re is. {gy a hullamok,
a gyors rezgések és a csomépontok sebessége
1ényegében tovabbra is w/k. De vigyazat, a
modulécié sebessége mar nem ugyanaz!
Mennyivel kell megvaltoztatni x-et, hogy ki-
egyenlitsiik ¢ adott megvaltozasat? A modu-
1416 hullam sebessége ¢ meggondolés alapjan:

NP () t—(kl—kg)x]}.

w—Wy

=+ =, 48.16
VUm fey— ey ( )

A modulaci6 sebességét csoportsebességnelk is
szoktdk nevezni. Ha feltessziik, hogy a frek-
vencidk, s igy a hulldmszamok kiildnbsége is
elég kicsi, akkor kapott képletiink a
dw
Vg = —— (48.17)
dk
hatarértékhez tart. Mas szavakkal: az igen
lasst modulécidknak, az igen lasst lebegések-

-nek van egy meghatdrozott terjedési sebes-

sége, s ez — barmilyen kiilondsnek is tdnik —
nem egyenld a huildmok fazissebességével.

A csoportsebesség w-nak k szerinti derivéltja,
a fazissebesség pedig wlk.

Mi ennek az oka? Nézziink ismét két kissé
kiilsnbdzé hulldmhosszi, a 48.1 4bran lat-
hat6 hulldmot. Feltessziik, hogy a két huilam
fazisa egyszer kiilonbdz6, masszor egymassal
megegyezd stb. E hullamoknak kissé a frek-
vencidja is kiilonbozik, ezért fazissebességiik,
vagyis a csomépontok sebessége sem poniosan

~ azonos, ami egy teljesen uj jelenségre vezet. -

2 e AT ST BT L L SUNR R
Tegyiik fel, hogy az egyik hulldmmal egyitt

haladunk, s igy figveljitk a mésikat. Ha a két
hulldm ugyanakkora sebességgel mozogna,
hozzank képest a masik hulldm helyzete nem
valtozna. (Ha tehat egy hullamhegyen lova-
golnank és kozvetleniil elSttiink egy masik
hulldimhegyet létndnk, akkor ugyanezt ta-
pasztalndnk a kés6bbiek sordn is.) A valésag-
ban azonban nem egyenld a két sebesség.
A frekvenciakiilonbség, s igy a sebességkiilonb-
ség is kicsi, de emiatt a sebességkiildnbség
miatt az egyik hullimhegyen utazva azt lat-
juk, hegy a mésik hulldim lassan elmozdul
elére vagy hatra. Hogyan mozognak a csomo-
pontok ? Ha az egyik hullimvonuiatot egy ici-
picit eldre toijuk, a csomoépontok sokkal
inkabb tolddnak elbre {vagy hatra). A hulldm-
burkold teh4t mdas sebességgel mozog, mint
maguk az Osszetevd hulidmok. A mo'dui'éit
jelek terjedési sebessége a csoportsebesség. Igy
ha leadunk valamilyen jelet, vagyis-a hullimot
megvaltoztatjuk — azaz modulaljuk —, akkor
a jel a csoportsebességgel terjed, feltéve, hogy
a modulécié viszonylag lasst (ha a modulacié
gyors, az analizis sokkal nehezebb).

Végre be tudjuk bizonyitani, hogy a ront-

gensugarak grafitban sem terjednek gyorsab-

ban, mint a fény, bar fazissebességiik nagyobd

a fénysebességnél. Szamiisuk ki ehhez deo/dk-t.

A (48.14) differencididsaval: dk/dw = i/c+

4 ajw?c. A csoporisebesség ennek reciproka:
c

Ves =-_——1+a/0)2 B (48.18)

amely valoban kisebb c-nél! gy, annak elle-
nére, hogy a fazis a fénysebességnél gyorsab-
-ban mozoghat,-a hulidmokra modulalt jelek
sebessége kisebb a fénysebességnél. Ezzel
latszolagos paradcxonunkat megoldottuk. Az
egyszerlt w = kc esetben myilvinvaléan
dw/dk is c. Ily médon, ha a fazissebesség min-
den frekvencidra megegyezik, akkor a csoport-
sebesség is ugyanez.

48.5 Részecskék valdszinfiség-amplitadoi

-~Vizsgaljunk most meg egy mésik igen érde-
kes példat a fézissebesség viselkedésére, amely
a kvantummechanikaval kapcsolatos. Tudjuk,
hogy egy részecske adott helyen valé megtala-
lasanak valdszinfiség-amplitadéjat mint a
hely és az id6 fliggvényét, egydimenziés eset-
ben, bizonyos kériilmények kdzétt a

P = Aeilot—kx) (48.]9)

fiiggvénnyel irhatjuk le. Ebbdl w a frekvencia,
amelynek segitségével a klasszikus értelemben
vett energia W = fiw alakban fejezhetd ki, a
k hulldmszdm az impulzussal kapcsolatos:
p = fik. Ha a hulldmsz4dm pontosan %, vagyis
hulldmunk idealis (mindenho! azonos ampli-
tadoja) hulldm, akkor azt mondjuk, hogy a
részecskének meghatirozott — impulzusa van.
A (48.19) amplitudé abszolit értékének négy-
zete adja meg a részecske relativ megtalalasi
valdszinliségét, a hely és id6 fiiggvényeként.
Ez esetlinkben  dllandd, vagyis a részecske
mindenhol ugyanolyan valdszinliséggel tall-
haté meg. Tekintsiink most egy olyan esetet,
amikor tudjuk, hogy a részecske bizonyos
helyeken nagyobb valdszinfiséggel tartozko-
dik, mint a tér tobbi részén. J6 példa erre a
hulldmcsomag (48.6 4bra), amelynek valahol
van egy maximuma, s ettél tivoledva a vald-
szinliség-amplitidé mindkét irdnyban zérus-
hoz tart. {Ez nem teljesen felel meg a (48.1)
hullam viselkedésének, hiszen annak sok
maximuma voit. Sok, majdnem egyenld w és
% értékekhez tartozd hulldmot Osszegezve
azonban eiérhetjiik, hogy csak egy maximum
maradjon.]
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w(x)

48.6 abra. A hulldmesomag °

Mivel annak valoszinlisége, hogy egy adott
helyen a részecskét megtalaljuk, a (48.19) valo-
szinliségi amplitud6 abszoltt értékének négy-
zetével aranyos, egy adott pillanatban a ré-
szecske legnagyobb valoOszinfiséggel hulldm-
csomagunk k&zepe tdjdn tartdzkodik, hiszen
itt a legnagyobb az amplitiadd. Varjunk most
par percet; ezalatt a hulldmok mozognak, s igy’
a hullamcsomag is elmozdul. Ha tudnank,
hogy részecskénk eredetileg hol volt, a klasszi-
kus fizika alapjan természetesen azt varndnk,
hogy kés6bb valahol mashol taldljuk, hiszen
a részecskének van valamilyen sebessége
és impulzusa. A kvantummechanika tehdt
csak akkor adhatja vissza az energia, impul-
zus €s sebesség kdzotti helves klasszikus ssze-
fliggést, ha a csoportsebesség, vagyis a modu-
lacio sebessége megegyezik azzal, amit egy
ugyanolyan impulzusu részecskére klassziku-
san varnank.

Nézzitk meg, hogy igaz-e ez. A klasszikus
elmélet szerint az energia és a sebesség kap-
csolata:

W= (48.20)
'l 2
==
Az impulzus pedig
v
p=— (48.21)
2

E két egyenletb6l v kikiiszobolésével az ener-
gia s impulzus kozdtt dsszefiiggésre jutunk:
W2 p2e2 = pych
Errdl az igen fonios négydimenzits eredmény-
r6l — amely p,p, = m?® alakban is felirhaté —
mar sokat beszéltiink. Vezessiik be W és p
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helyett a W = #w, p = #ik Osszefiiggésekkel
-t €s k-t. Igy az m tomegli részecskét leird
kvantummechanikai hulldm frekvencidja és
hulldmszdma kozétt a

Rw?

4

_ r‘Zk'Z — m202

(48.22)

Osszefiiggést kapjuk. Fejezziik ki (48.22)-bsl
w-t:

2.2

——
w:cl/kz—}-mc .

7

Az w/k fazissebesség tehit mindig nagyobb a
fénysebességnél ! ' ’
Foglalkozzunk most a csoportsebességgel!
A csoportsebesség, amellyel a moduldciok
mozognak, dw/dk. Egy négyzetgySkos kifeje-
zést kell differencidlnunk, ami k6nny@ dolog:
dw ke

dk Vie+ m2 i
A nevez értéke azonban w/c, s igy dw/dk =
= %k /w. Mivel tovabba kjw = p/W,
2
Vs = W

Masrészt (48.20)-bdl és (48.21)-bd1 c2p/W = v,
vagyis a részecske sebessége a klasszikus
mechanika szerint. Lathatd tehat, hogy az
, k és a klasszikus W, p mennyiségek kozott
fennall6 alapvetd W = #w, p = %k kvantum-
mechanikai Osszefliggésbdi csak az w?— k2=
= m?c/#?® Osszefiiggés kaphatd meg. Ujabb
Osszefiiggésiink segitségével viszont mar W és
 sebességfiiggését, vagyis a (48.20) és (48.21)
egyenletet is megérthetjiik.

A csoportsebességnek meg kell egyeznie a
részecske sebességével, ha ennek a lefrdsnak
egyaltalan van értelme. Mas szavakkal, ha egy
adott pillanatban a részecske nagy valészinti-
séggel az egyik hely kOrnyezetében, tiz perccel
kés6bb pedig hasonid valoszinfiséggel egy
mésik hely kornyezetében tart6zkodik, mint
ahogy azt a kvantummechanika feltételezi,
akkor a ,,hulldmhegy> 4ltal megtett utat az
id8kiiionbséggel osztva, a részecske klasszikus
sebességét kell kapnunk.

--48.6 Haromdimenzidés hullamok

Miel6tt befejeznénk a hulldmok targyaldsat, -

néhany altaldnos megjegyzést tesziink a hul-

ldmegyenlette]l kapcsolatban. Ezek az elmél-

kedések mar eldre mutatnak, bepillantast

nyujtva abba, amit a hullimok tovabbi tanul-

ményozéasa soran latunk majd. A hang egy-

dimenziés hulldmegyenlete a kovetkezd volt:
Sy 1. 8%

L

%~ 2 or’

ahol ¢ a hullam sebessége (hanghullimnal a- —}-

hangg, fényhulldmnal a fényé). A nyomds- &s
stirliségkiilonbségek terjedésének szintén van
valamilyen meghatdrozott sebessége, s igy azt
varjuk, hogy pl. a nyomdskiilénbségek terje-
dése is a fenti egyenlettel irhato le. Ez val6-
ban igaz, igazolasat az Olvaséra bizzuk. Utba-
igazitas: o, a y fliggvény x szerinti differencial-
hanyadosdval ardnyos. Ha azonban a hul-
ldmegyenletet x szerint differencialjuk, mind-
jart lathatjuk, hogy dy/dx, s igy g. is kielégiti
az eredeti hulldmegyenletet. Mdsrészt p, ara-
nyos ge-vel, ezért p. is megolddsa ennek az
egyenletnek. Latjuk tehat, hogy a nyomads, az
elmozdulas stb. mind ugyanazt az egyenletet
elégiti ki. :

A hang hullamegyenletét dltaliban nem az
elmozdulasra, hanem a nyomésra irjak fel.
Az elmozdulas ugyanis vektor, vagyis irdnya
és nagysaga is van, a nyomds pedig skalar.
Nyilvanval6 tehat, hogy a nyomads vizsgalata
egyszerlibb.

Foglalkozzunk most a haromdimenziés
hullamegyenlettel. Az egydimenziés hullim-
egyenletnek, mint tudjuk, megoldisa az
el@t—kx) fiiggvény, ahol w = key. Azt is tud-
juk, hogy egy haromdimenzios sikhullim az
eilwt—kex—kyy~k:2)  fiiggvénnyel irhato le,
amelyben w? = k%} [roviditett formija a
(K2+ K3+ k2)c} kifejezésnek].

Szeretnénk kitalalni, hogy mi a helyes hul-
lamegyenlet harom dimenzioban. Ha a hangra
egy dimenziéban mar elvégzett dinamikai meg-
gondolast harom dimenzidra 4ltalinositanank,
természetesen megkaphatnank a keresett
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egyenletet. Ezt azonban nem tessziik, csupan
felirjuk az eredményt, vagyis a nyomaésra

“(vagy az elmozduldsra, vagy barmi maésra)

kapott hulldmegyenletet:
. . p. 1 O,
R TR e T g e
(48.23)

Igazoljuk ennek az egyenletnek a helyességét
e'@=%D  behelyettesitésével. Mint lathato,
minden x szerinti differencidlds —ik,-szel vald
szorzésnak felel meg. A kétszeri differencialas

-tehdt — k%-tel vald szorzast jelent, s gy elsé
tagunk — k2p, lesz. Hasonléan, a masodik tag:

—Kk2p., a harmadik pedig —k2p, lesz. A jobb
oldal: —(w?/cd)p.. A kapott egyenletet — pe-
vel elosziva k és  Osszefiiggésére éppen azt
kapjuk, amit vartunk.

Nem tudjuk megéllni, hogy fel ne irjuk azt
az alapvetd egyenletet, amely a kvantum-
mechanikai hulldmok (48.22) diszperziés rela-
cidjanak felel meg. A részecske x, y, z helyen
¢t id6ber valé megtaldldsdnak valdszintiségi
amplitadéjat p-vel jeldlve, a kvantummecha-
nika alapegyenlete szabad részecskékre a ko-
vetkezd:

p T Pp 1 % mi
R A =l
(48.24)

Az egyenlet relativisztikus jellegli, ami mar
abbol 1athato, hogy benne x, y, z és ¢ éppen a
relativitaselméletben megszokott kombin4ci6-
ban 1ép fel.

Egyenletiink hulldmegyenlet, amelybsl egy
sikhulldm formuldjanak behelyettesitésével
éppen a helyes — A%+ w?/c? = m?c2/#® kvan-
tummechanikai Osszefiiggést kapjuk.

Van ennek a hulldmegyenletnek még egy
igen fontes tulajdonsdga is : kdvetkezik bel6le,
hogy a hulldmok tetszdleges szuperpozicidja
is megoldas. Igy ez a (48.24) képlet mindazt
magaban foglalja, amit a kvantummechanika-
bol és a relativitidselméletbs] eddig tanultunk,
legalabbis egy olyan egyediilalld, szabad ré-
szecske esetén, amelyre semmilyen kiilsé po-
tencial vagy erd sem hat.

8  Mai fizika 4. két.

48.7 Sajatrezgések

Foglalkozzunk végiil egy kiilénés, az el5b-
biekt&l kissé eltérd lebegési jelenséggel. Kép-
zeljiink el két egyforma ingat, amelyeket egy
eléggé gyenge rugd kot dssze. Az ingdk hossza
legyen a lehetd legpontosabban egyenld. Ha
az egyik ingét kissé kitéritjiik, majd elenged-
jiik, lengéseket végez, s ekdzben a rugd koz-

vetitésével a masik ingara annak sajatfrekven- .

cidjaval egyezd iitemben valtakozo erSt gya-
korol. A rezonanciaelmélet szerint, ha egy
rendszerre €ppen a megfelels frekvencidji erd-
vel hatunk, akkor a rendszer mozgasba jon.
gy az egyik’'inga lengései a madsikat is moz-
gasba hozzak. Ilyen feltételek mellett azon-
ban, mivel a rendszer energidja véges, egy 4j
jelenséget tapasztalunk: mikdzben az elsd
inga energidt ad 4t a méasodiknak, 8 maga fo-
kozatosan elveszti energiajat s mikor minden
energidja elfogy, megall. Ekkor viszont a ma-
sik inga leng maximalis energidval. Ezutin
ugyanaz torténik, mint el6bb, csak a két inga
szerepe cserélédik fel. Ez a kisérlet igen érde-
kes és szorakoztatO, mivel azonban azt mond-
tuk, hogy lebegési jelenségrdl beszéliink, meg
kell magyaraznunk, hogy hogyan irhato le a
mozgés a lebegéselmélet segitségével.
Mindkét mozgis ciklikusan valtakozé amp-
litadoju rezgémozgds. Ebbdl azt sejtjiik, hogy
az egyik inga mozgasat — az el6bbitdl elté-
réen — egyidejlleg jelenlevd, de kissé eltérd
frekvencidji két rezgbmozgds Osszegeként is
felfoghatjuk. Mivel rendszeriink linearis, azt
varjuk, hogy a megfigyelt mozgis a rendszer
két mas mozgdsdnak szuperpozicidjaként is
el6allithatd. Valdban, konnyen taldlhatunk
két olyan kezddfeltételt, amely teljesen perio-
dikus rezgémozgasra vezet. Az el6z6kben tar-
gyalt mozgas nem volt tokéletes rezgémozgis,
hiszen valamelyik inga mindig energidt adott
4t a masiknak, s ekézben amplitiddja valto-
zott. Ugy is elindithatjuk azonban a mozgast,
hogy az amplitidok ne valtozzanak. Ha pl. a
k&t ingdt ugyanolyan kezdsfeltételekke! indit-
nk el, akkor mindig ugyantigy lengenek,
mivel hosszuk azonos, s a rugdnak ebben az
esetben nincs semmiféle szerepe (feltéve, hogy
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nincs surlddas vagy egyéb zavard tényez8).

Lehetséges egy masik meghatarozott frekven-
cidju mozgas is: ha a két ingdt pontosan azo-
nos tavolsagra, de ellenkezd irdnyban térit-
jiik ki, a mozgés szintén pontosan periodikus
lesz. A rugd hatésa ekkor csak abban nyilvé-
nul meg, hogy kissé megndveli a gravitacio
okozta visszatérité er6t, s ezért a rendszer
rezgdmozgasanak frekvencidja az el&bbinél
valamivel nagyobb lesz. Hogy miért nagyobb?
Azért, mert a rugd huzdereje a gravitacios
visszatérit® erdvel egy irdnyban hat, ami a

rendszert kissé ,,merevebbé” teszi, s igy a moz-

gas frekvencidjat kissé megnoveli.
Rendszeriink tehat kétiéle alland6é ampii-
tuddju rezgést végezhet: lehet a két inga kité-
rése mindig egyiranyd, ennek egy bizonyos
frekvencia felel meg, vagy ellenkezd iranyu,
aminek egy kissé nagyobb frekvencia felel meg.
Mivel a rendszer linearis, az el6bbi ket
mozgas szuperpozicidjaként tetszbleges moz-
gésat eldallithatjuk. (Emlékezziink csak vissza,
fejezetiink éppen a két killonbdzd mozgis
Osszegezésekor felléps jelenségekkel fogial-

“kozik!) Mi torténik, ha kombinaljuk a kapott

két megolddst? Ha a ¢ = 0 idSpillanatban a

két mozgast egyszerre, azonos amplitudoval =

és azonos fazissal inditjuk el, azt kapjuk, hogy

kezdetben az egyik inga, amelynek kitérése az_ - -

elsd és a masodik mozgasban ellenkezd, éppen

nyugalomban van, a masik inganak pedig,

melynek kitérése mindkét mozgéasban azones
irdnyu, igen nagy a kitérése. Mikozben az id6
mulik, a rendszer e két alapvetd mozgast egy-
méstdl fliggetleniil végzi, s ekdzben egyiknek
a fazisa a masikéhoz képest fokozatosan el-
tolddik. Elegend6en hosszi id6 muiva, vagyis

ha pl. az egyik csak 900, mig a mdsik mar ~

900,5 rezgést végzeit, a relativ fazis az eredeti-
nek pont az ellenkez&jére valtozik. Az eredeti-
leg nagy amplituddja rezgés amplitidéja tehat
zérusra csokken, a kezdetben mozdulatlan
ingadé pedig maximalis lesz!

E bonyolult mozgast tehat leirhatjuk egy-
részt a rezonancia és energiadtadas fogalma-
nak felhasznaldsdval, mdsrészt két allandé
amplituddju, kiildnbozé frekvencidjii mozgds
szuperpozicidjaként is. )

49.1 Hullimok visszaverddése

Ebben a fejezetben néhany figyelemre méltod
jelenséggel foglalkozunk, amelyek a hulla-
mek valamilyen véges térrészre korldtozddasa
miatt lépnek fel. Megismeriink pl. néhdny, a
rezgd hurokkal Kkapcsolatos sajatossagot,
amelyek altalanositasabol kapott Osszefiiggeés
a matematikai fizikdnak talan a leglényegesebb
alapelve.

A hullimok adott térrészre korlatozésat
elBszOr az egyik oldalon lezart hullamokon,
pl. a huron kialakulé egydimenzios hulldmon
vizsgaljuk. Ugyanilyen alapon falba iitkdzd
egydimenziés hanghulldmot, vagy barmilyen
hasonlé hulldmot is elképzelhetnénk, de cél-
jainknak most a huar is megfelel. Tételezziik
fel, hogy a hur egyik végén be van fogva; pél-
daul egy ,,végteleniil szilard” falhoz van erd-
sitve. Ez ugy fejezhet ki, hogy a hir y elmoz-
dulasa az x = 0 pontban zérus. Tudjuk, hogy
ha nem lenne fal, akkor a mozgas altalanos
megoldasa két fliggvény, F(x—ct) és G(x+ cf)
Osszege volna. Az els6 fliggvény a huron az
egyik iranyba, a masodik fiiggvény pedig az
ellenkez6 irdnyba haladé hullimot jelenti.
Vagyis barmely hurra az altaldnos megoldas:

y = F(x—ct)+ G(x+ ct). (49.1)

Térjink vissza azonban} eredeti feltételenk-
hoz, hogy a hur egyik vége nem mozog. Ha a
(49.1) egyenletbe x = 0-t helyettesitiink, és
barmely ¢ értékre nézve megvizsgaljuk »-t,
akkor azt kapjuk, hogy y = F(—c0)+ G(+c).
Ha ez mindig zérus, az azt jelenti, hogy a
G(cr) fliggvénynek — F(— cr)-vel kell egyenl6-
nek lennie, vagyis hogy valamely valtozo G
fiiggvénye egyenld ugyanazon valtozé nega-

*
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tiv értékének — F fliggvényével. Ezt az ered-
ményt (49.1)-be helyettesitve, a probiéma
megoldasaként a kovetkezét kapjuk:

y = F(x—ct)— F(—x—c1). (49.2)

Konnyll ellendrizni, hogy (49.2)-b8l x =0
mellett valdban y = 0 adodik.

A 49.1 4bran az x = 0 ponthoz kozel, nega-
tiv x irdnyban haladé hullim s az origé ma-
sik oldaldn ellenkezd irdnyban haladd, ellen-
kezd eljelii feltételezett hullim lathatd. Fel-
tételezett hullamrol beszéliink, hiszen az origd
maésik oldaldn nincs hur, ami rezegjen. A hir
ered® mozgasat a pozitiv x tartomanyban levd
két hullam 6sszegének tekintjitk. Amint elérik
az origét (az x = 0 pontban), mindig kioltjak
egymast, és pozitiv x értékeknél csak az ere-
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49.1 abra. A hullam visszaverédése két halado
hullém szuperpozicidjaként foghatd fel
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“detivel természétesen ellentétes .iranyban ha--

ladé visszavert hullim létezik majd. Ez egyen-
értékli a kovetkezd 4llitassal: amikor a hul-
lam eléri a hur rdgzitett végét, eléjelét meg-
valtoztatva visszaverédik (agy képzelhetjiik el,
hogy ami a hur rdgzitett végéhez érkezik, az
a faltol ,,fejjel lefelé” jon vissza). Roviden, ha

feltételezziik, hogy a hur végtelen hosszu, &s .

minden, egyik irdnyban haladd hullimhoz
— a mar emlitett szimmetridval — egy ellen-
kez8 irdnyban haladé hullim is tartozik,
akkor az x = 0 pontban a kitérés mindig zé-
rus lesz, s nem okoz semmilyen kiilonbséget,
ha ebben a pontban a hurt rogzitjiikk. - -

Ratériink a periodikus hullimok vissza-

verddésének tdrgyaldsara. Tételezziik fel,
hogy F(x—ct) szinuszhulldmot ir le, s hogy a
hullim visszaver8dik. A visszavert hulldm
—F(—x—c1), ugyancsak szinuszhulldm, még-
pedig az eléz8vel azonos frekvencidju, de

ellentétes irdnyd. A teljes folyamat legegy- -

szer(ibben a komplex fiiggvények segitségével
fejezhetd ki: :

F(—ct) = eiolt—xlc) &g
F(—x—cr) = glot+x),

Ha ezeket a kifejezéseket (49.2)-be helyettesit-
jlik, s ha x helyébe 0-t irunk, akkor ¢ minden
értékére y = 0, vagyis a sziikséges feltétel tel-
jestil. Az exponencialis fiiggvények tulajdon-
sigait felhasznalva, y egyszer{ibb formaja:

y = eiwt(e-iwx/c__eimxlc) =_Djglwt sin .
’ c

(49.3)

Valami érdekes, 4j dologra bukkanunk!
A (49.3) megoldas ugyanis azt mondja ki,
hogy a hir minden x pontja w frekvenciaval
rezeg. Fiiggetleniil attdl, hogy hol valasztjuk
ezt az x pontot, a frekvencia mindig ugyan-
akkora! Van azonban a hirnak néhiny pontja

. wx i
(azo}{, ahol sin — = O\), ahol a hur nem
c /
mozdul el. Tovabba, ha tetszéleges ¢ idépont-
ban pillanatfelvételt készitenénk a rezgh hur-
rol, a k&p szinuszhuildmot mutatna, amelynek
amplitidéja azonban a 7 id6t81 fiige. A (49.3)

egyenletet vizsgalva kitlinik, hogy a szinusz-
hulldm egy periddusdnak hossza a szuper-

ponalédé hulldmok egyikének hullimhossza-

val egyenld:

(49.4)

Azokat a pontokat, amelyek kielégitik a
wx . wx

sin — =0 feltételt, vagyis ahol — = 0, x,
c c

27, ..., nww, ... csomdpontoknak nevezziik.
Két szomszédos csomépont kodzétt minden

‘pont szinuszmozgast végezve mozog  fel-le; —

de a mozgis képe nem véliozik. Ez a sajai-
rezgés alapvetd jellegzetessége. Ha a mozgis
olyan, hogy a targy minden pontja tokéletes
szinuszmozgast végez, s minden pont azonos
frekvencidval mozog (noha egyes pontok t&b-
bet mozognak a t6bbinél), akkor sajatrezgés-
6l beszéliink.

49.2 Hullimok véges térben.
Sajatfrekvencidk

Ismét egy érdekes problémat vetiink foi:
mi torténik, ha a hart mindkét végénél,
mondjuk (x=0)-nil é (x=L)-nél rogzitjiik.
Induljunk ki a hullimvisszaver6dés gondola-
tabol, s tegyiik fel eldszor, hogy valamilyen
dombocska a huron az egyik irdnyban halad.
Az id6 mulésival megkozeliti a hur egyik
végét, majd kés6bb kis ,,csoméva” alakul at,
mert Osszeadodik a masik oldalrdl j6v6 meg-
forditott képével. Végiilis az eredeti domb
elttinik, és képe az ellenkez6 irdnyban mozog,
majd a folyamat a hur masik végén megismét-
16dik. A probléménak — mint lattuk — egy-
szerli megolddsa van, de vajon lehet-e ez
szinuszmozgas (az ismertetett megoldss perio-
dikus, de természetesen nem szinuszos).
Probéaljunk a hitron szinuszhullimot végig-
Ictildeni. Ha a hur egyik vége rogzitett, akkor
tudjuk, hogy a megoldés a (49.3)-hoz hasonld
lesz. Ugyanezt kell kapnunk a hir mésik vége
fel6l, mivel az is rogzitett. Vagyis periodikus
szinuszmozgast egyetlen mdédon kapunk, ha a

HULLAMOK VEGES TERRESZBEN, SAJATFREKVENCIAK 117

szinuszhullim pontosan illeszkedik a hur
hosszéra. Ellenkez6 esetben nem lehet szé
sajétfrekvenciarél, amellyel a hur tovébb tud
rezegni. Osszefoglalva, ha 2 huron egy a hosz-

- szdhoz éppen-illeszkeds szinuszhullimot indi-

tunk, akkor a hur tovabbi rezgése sordn a
hulldim megtartja tokéletes szinusz alakjat,
s a hur valamilyen frekvenciajt harmonikus
rezgést végez.

Matematikailag a hulldm alakjat a sin kx
fliggvénnyel ifrhatjuk le [ahol % a (49.3) és
(49.4) egyenletekben szerepld w /c-vel egyenld],
$ x =0 esetén ennek értéke zéius. A fiigg-

“vénynek azonban a hur masik végénél is

zérusnak kell lenni, ami azt jelenti, hogy &
értéke nem tetszéleges, mint akkor, amikor
a hir csak egyik oldaldn volt rogzitve. Ese-
tiinkben az egyetlen lehet8ség az, hogy
sin kL = 0 legyen, mert ez a feltétel biztositja
azt, hogy a hir mindkét vége allanddan
nyugalomban maradjon. Tudjuk, hogy egy
szinuszfliggvény akkor zérus, ha argumentuma
0,7, 27 vagy 7w mas egész szamu tSbbszorose.
Vagyis a

KL = nm (49.5)

egyenlet attdl fiiggSen, hogy milyen egész
szamot {runk » helyére, megadja k barmelyik
lehetséges értékét. Minden k-hoz tartozik egy
bizonyos w frekvencia, ami a (49.3) eyenlet
értelmében egyszerfien:

(49.6)

Eredménylinket tgy is fogalmazhatjuk,
hogy a hur csak bizonyos Sfrekvencidk esetén
végezhet szinuszmizgist. Ez a véges térrészre
korldtozott hulldmok legfontosabb jellemzé
vonasa. Fiiggetleniil attdl, hogy milyen
bonyolult rendszerrsl is legyen sz6, mindig
kideriil, hogy van néhdny mozgisforma,
amelynek id6fiiggése szinuszos, de frekven-
Ci4jat az adott rendszer és a ra vonatkozéd
hatarfeltételek természete hatirozza meg.
Har esetén sok, egymdstél kiilénbozé frek-
vencia lehetséges s mindegyikiik — definicié
szerint — megfelel egy sajatrezgésnek, egy
O6nmagéat szinuszosan ismétls mozgasforma-

i

nak. A 49.2 4bra a hur elsé hirom sajatrezgé-
sét mutatja. Az elsé sajértezgés esetén a A
huildmhossz 27.-lel egyenls. Ez abbol lathaté,
hogy ha folytatndnk a hullimot az x — 2L
tavolsagig, akkor a szinuszhulldm egy teljes
ciklusat kapnink meg. Az w korfrekvencia
altaléban 27c/A, de mivel ebben az esetben
A =2L, azért a frekvencia most ae/L-lel
egyenld. Ez az eredmény megegyezik (49.6)-tal,
ha » = 1. Jelsljiik w4-gyel az elsd sajatrezgés
frekvencidjat. A kévetkezd sajatrezgés képe:
két hurok, k6zépen egyetlen csoméponttal.
A sajatrezgés hullimhossza L. A % megfelel
értéke kétszerese az elézének, s igy a frek-
vencia is kétszeres: 2w,, a harmadik sajat-
rezgésre 3, stb. Vagyis a hur Osszes kiilon-
boz8 frekvenciai a legalacsonyabb frekvencis-
nak, wq-nek egész szamu tobbszordsei.
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49.2 dbra. Rezgé hir elsé harom sajatrezgése

Visszatérve a hur Aaltalanos mozgasanak
vizsgilatdhoz, beldthato, hogy barmely lehet-
séges mozgas egynél t5bb, egyidejli sajatrezgés
egylittes hatdsinak tekinthets. Valéjdban az
altaldnos mozgds esetén végtelen sok sajat-
rezgésnek kell egyidejlileg gerjesztdni. Hogy
valamilyen elképzelésiink lehessen az elmon-
dottakrél, nézziik meg pl. azt az esetet,
amikor egyidejiileg két sajatrezgés 1ép fel.
Tegyiik fel, hogy a hur, a 49.3 4branak meg-
felelén els6 sajatrezgését végzi. Az dbra a hur
kitérését mutatja egyen!s id6kozokben a leg-
alacsonyabb frekvencidhoz tartozé fél cik-
luson keresztiil.
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—— Els8 sajatrezgés
-=-— Masodik sajatrezgés

—— Osszesitert hulldm

493 4bra. Két sajatrezgés Osszeadasa haladé hul-
lamot eredményez

Tételezziik azonban fel, hogy az els6 sajat-

rezgéssel egyidejlileg masodik is fellép. A 49.2?
4bra a hur masodik sajétrezgéséhez.tart(?’zo
Kitéréssorozatot is mutatja. A masodik s’a}]a}.t-
rezgés az indulds pillanatiban az e}soho_z
képest 90°-o0s faziskésésben van. Ez azt _]?lf:‘n’tl,
hogy az indulas pillanatdban még mpcs %cxfere%
de a hur két felének sebessége ellentétes iranyu.
Emlékezziink a linearis rendszerekre vona’.t-
koz6 4ltalanos elvre: ha van két megolda’s,
akkor dsszegiik szintén megoldas. Ezérta huy
egy lehetséges harmadik mozgésra: vonatqu’o
megoldas a 49.3 dbran lathat6 két ?egglldz%s
Ssszeaddsabol szarmazik. Az eredd kitérés
— ami az 4bra jobb oldalan lathaté — olyan
benyomast kelt, mintha egy kis domb szalafi—
galna oda-vissza a har két vége kozott. Csupan
két sajatrezgéssel nem kapunk 'err(ji'l a moz-
gasrol teljes képet, ehhez ugya'r%l’s tobb sajat-
rezgésre van szikséglink. Valdidban a m'o§t
kapott eredmény speciélis esete a linearis
rendszerekre vonatkozé kovetkezd fontos
alapeivnek:

Bdrmilyen mozgds ugy vizsgdlhatd, mint az

Jgsszes sajcitrezgésli&l szdrmazd mozgdsok meg-

hatdrozott amplitiddkial és fizisokkal vett
osszege.

Ez az alapelv azért olyan fontos, mert a.ze’gyes
sajatrezgések nagyon egyszeriiek — id6ben

SAJATREZGESEK

”]erfolyé Szinuszmozgé.sok. Igaz, hogy tulajdon-

képpen a hir 4ltaldnos mozgésa sem valami
bonyolult, de vannak mads, sokkal bor}.yglurl-
tabb rendszerek is, mint példaul egy rept}lg gép
szarnyainak berezgése. Még a regiﬂogep
szérnymozgasara is fennall az, hogy blZOIlY(?S
rezgéseinek azonos frekvencidja van, mas
rezgései pedig mds frekvencidjuak. Ha meg
tudjuk taldlni ezeket a sajétrezgr:%seket, a.k’kor
a teljes mozgas mindig ha.rmomkus' 1:ezgesek
szuperpoziciéjaként tekinthetd (klve‘{e, ha
a rezgés olyan nagy, hogy a rendszer mar nem

tekinthetd linedrisnak). .. _ o

49.3 Kétdimenziés sajétrezgések

" Mostandig csak egydimenziés hullamokrol
beszéltiink — kifeszitett hurrdl vagy cs8ben
haladé hanghullimokrdl. Végsé soron a
haromdimenziés problémékhoz szeretnénk
eljutni, egyszerflibb lesz a dolgunk az’onban,
ha elszor a kétdimenziosokra tériink at. Egy
a & b oldaly, téglalap alaki gumimembrant
(49.4 abra) ugy rogzitiink, hogy az élek men-

74 Régzitete oldalak
blanss X

h s iwt] aiky x4k, 7]
3y, Hulldmok ~ e®e™ il
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49.4 abra. Téglalap alaki lemez rezgése

tén sehol se mozdulhasson el. Kérdésiink:
hogyan mozoghat a membran és melyek ]ehe?-
séges mozgasinak jellemz6i. Ugyanabbol

indulhatunk ki, mint a htir vizsgalatakor. Ha .

a lemez egyaltalan nem lenne rogzitve, ak’kor
valamilyen haladé hulldmmozgast "/é.mank,
amit pl. az eite— stk fiiggvény ir 1e: Ez
valamilyen k. és &, egymashoz viszonyitott
értékeitsl fiiged iranyban halado szinuszhul-
lamot jelent. Hogyan tehetjiik az x-tengelyt
azazaz vy = 0 vonalat csomodvonalld ? Kﬁv?tve
eléz6 gondolatmenstiinket, elképzelhetiink
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egy — el@te~ikax~ikyy komplex fiiggvénnyel lefrt
masik hulldmot is. A két hulldm szuperpozi-

~-cibja az y = 0 helyen zérus kitérést ad, tekin-

tet nélkiil x és r értékeire. (Ezek a fliggvények

. y.negativ értékeire is értelmezve vannak —

ahol nincs membran, s igy rezgés sem —,
ettél azonban eltekintiink, mert célunk csak
az, hogy a kitérés az y =0 helyen zérus
legyen.) A maésodik fiiggvényt visszavert hul-
lémnak tekintjiik.

Nekiink azonban nemcsak az y = 0, hanem
az y = b egyenesek mentén is csomévonalat
kell kapni. Hogyan érjiik ezt el? Emlékezziink

“vissza a kristalyok fényvisszaverésér8l tanul-
takra. A megoldds ezzel lesz kapcsolatban.
Az y = 0 vonal mentén egymast kiolté hull4-
mok csak akkor fogjdk egymast az y =5
vonal mentén is kioltani, ha 25 sin 9 (ahol &
a 49.4 abran lathat6 szdg) egész szamu tobb-
szbrose A-nak:

mA =2bsin®, m=0,1,2,.... (49.7)

Ugyantigy az y-tengelyt is csomodvonalld
tehetjiik, ha az eddigiekhez tovabbi két,
— giot pikyx+ikyy és eiwteikzxv—ikyy fﬁggve’nyt

adunk hozzd. Mindegyikiik a masik két hul-
lam kozil valamelyiknek az x = 0 vonalrol
visszatiikr5zott képét irja le. Annak a feltétele,
hogy x = a csomdvonal legyen, hasonld az

¥ = b vonalra vonatkozd feltételhez: 2a cos 9-
nak szintén A egész szamu t&bbszrssével kell
egyeniOnek lennie: '

nA = 2q cos 9. (49.8)
A végeredmény tehat az, hogy ,,dobozba’
zart hulldmok alléhulldmot, vagyis meghata-
T0zZOott sajatrezgést hoznak létre.

Ez azt jelenti, hogy ha sajatrezgést akarunk
1étrehozni, ki kell elégiteniink a fenti két fel-
tételt. SzAmitsuk ki elészér a hulldmhosszt;
(49.7)-b81 €s (49.8)-bol kiiszobsljiik ki a 2
szbget. Ennek legegyszer(ibb médja, ha az
egyenletek mindkét oldalat 256-vel, ill. 2a-val
osztjuk, négyzetre emeljiik és aztin a két
egyenletet Osszeadjuk. Az sredmény:

sin? @+cos? & = 1 = (nh/2a)*+ (mA/26)%,

ami A-ra megoldhat6:

(49.9)

Ily médon két egész szamtd! fiiggh kifejezés-
ként meghatdroztuk a hullimhosszat. Ebb&l
azonnal megkapjuk az w frekvenciat, mert
— mint tudjuk — a frekvencia 2mc/A-val
egyenld.

Elég érdekes és Iényeges eredményt kaptunk,
s igy érdemes a visszaver6désekre vonatkozo
meggondoldsok helyett szigorti matematikai
analizis segitségével is levezetni. frjuk le tehat
a membran rezgését négy hulldm segitségével
oly médon, hogy az x =0, x =a, y =0 és
» = b vonalak csomévonalak legyenek. Még
azt is megkoveteljiik, hogy az 6sszes hullam
frekvencidja azonos legyen, és igy az eredd
mozgés éppen egy sajatrezgés. A fényvissza-
ver8désre vonatkozo kordbbi targyaldsaink-
bél tudjuk, hogy elete—tx+iky egy a 49.4
abrén jelzett irdnyban haladé hullimot jelent.
A (49.6) egyenlet, vagyis a k = w/c egyenl8ség
most is érvényes, feltéve, hogy

B =K (49.10)

Az 4brabdl vilagos, hogy k. = kcos® és
ky, =ksind.

A téglalap alakd membran p elmozdulisira
vonatkozo egyenlet alakja:

p = eiwr(e——ikzx+!'kyy,_é,ik;,,;vc+ik_v —

— e~ lwrlly 4 gkex—ikyy)  (49.11a)

Bér ez elég attekinthetetlennek latszik, valé-
jdban az ilyen exponencialisok dsszege nem
is nagyon bonyolult. Az exponencialisok bizo-
nyos kombinacibja szinuszfiiggvényekre vezet,
ugyhogy az elmozdulds kifejezése egyszerti
alakra hozhato:

@ = (—4sin kyx sin k,p) [efet]. (49,1 15)
Ez olyan szinuszrezgés, ami x és y irdnyban
is szinuszos. x = 0-n&l és y = 0-ndl a perem-
feltételek természetesen kielégiilnek. Mi azon-
ban azt akarjuk, hogy p az x =aq és y = b
vonalak mentén is zérus legyen, ezért még
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 tovabbi két feltételt kell kikotniink: kya és

kb 7-nek kiilonbozd egész szamu tobbszoro-
sei legyenek. Mivel mar lattuk, hogy k. =
= kcos? és k, = ksin 9, azért a (49.7) és
(49.8) egyenleteket, s ezekbdl a (49.9) vég-
eredményt azonnal megkapjuk.

Példaként tekintsiink most egy olyan tégla-

‘lapot, amelynek szélessége kétszer akkora,

mint magassaga. Ha tehat a = 25, a (49.4)
és a (49.9) egyenletekbdl kiszdmithatjuk az
Osszes sajatrezgés frekvenciajat:

of — (nc )2 4mP+ n?

N
b G- 212

A 491. t4blazatban néhdny egyszer(i sajat-
rezgés adatait foglaltuk Ossze.

49.1 tablazat

A sajatrezgés alakja m n : {w/wg)® | wfwg
+ 1| 1| 1,25] 1,12

+ i - 1] 2| 200] 14
Fi- + 1] 3 | 325] 1,80

2 1 4,25 | 2,06

A legfontosabb, amit ezzel a specialis esettel
kapcsolatban hangstlyoznunk kell az, hogy
a frekvenciak sem egymasnak, sem va:lamilyen
mas szdmnak nem tdbbszorosei. Altaldban
tehat nem igaz, hogy a sajatfrekvencidk har-
monikus kapcsolatban allnak egymassal. Nem
igaz sem az egynél tobb dimenzids esetre,

sem az olyan egydimenizods rendszerekre, ame-
lyek az egyenletes siiriség{i és egyenietesen
kifeszitett huarnal bonyolultabbak. Egyszer(i
példa ez utdbbira a két végén felfiiggesztett
lanc, amelyben a fesziiltség a lanc két rogzitett
pontja felé nagyobb, mint a lénc k5zEpsd,
beldgo részén. Ha egy ilyen lancot harmonikus
rezgésbe hozunk, akkor kiilonbozd sajatrez-
gések és frekvencidk 1épnek fel, de sem a frek-
venciak nem egyszerli tobbszordsei valamilyen
szamnak, sem pedig a sajatrezgések nem
szinusz alakuak..

Az ennél Osszetettebb rendszerek sajatrez-

géseit még nehezebb attekinteni. Példaut a'*”'*'f"

szajban a hangszalagok folott van egy lireg.
A nyelv és az ajak mozgatdsival kiilonbozé
atmér6jli és alaku zart vagy nyitott végi
,,csOvet” hozhatunk létre, amely bonyolult
rezonatorként viselkedik. Amikor beszéliink,
hangszalagjaink valamilyen hangszin{i hangot
allitanak el6. A hangszin a hang Osszetettségét
jellemzi. A szdjiiregben tovabb moédosul a
hangszin az iireg kiilonb6z6 rezonanciafrek-
vencidi folytan. Egy énekes példaul azonos
hangmagassagban kiilonb6z6 maganhangzo-
kat — a-t, vagy o-t, vagy u-t stb. — tud éne-
kelni. Ezek a hangok azért hallatszanak kiilon-
b6z6képpen, mert mas-més harmenikusokra
a szajlireg egymastol eltérden rezonal. Az lireg
rezonanciafrekvencidai a beszédhangok mo-
dositasaban nagyon fontos szerepet jatszanak,
amelyet egy egyszerii kisérleten mutathatunk
be. Mivel a hangsebesség a sfirliség négyzet-
gyOkével forditottan ardnyos, a kiilonbdzd
gazokban a hangsebesség is mas. Ha levegd
helyett a kisebb slriiségli héliumot hasznaljuk,
akkor a hangsebesség sokkal nagyobb lesz,
s igy egy héliummal toltott iireg Osszes frek-
vencidja megemelkedik. Kovetkezésképpen,
ha valakinek a tiidejét héliummal toltenék
meg (1) mielStt beszélne, akkor hangjinak

jellege (hangszine) teljesen megvaltozna,annak

ellenére, hogy a hangszalagok valtozatlan
frekvencidval rezegnek.
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49.4 Csatolt ingak

-Végezetiil hangstlyozzuk, hogy sajétrez-
gések nem csupdn bonyolult felytonos rend-
szerek, hanem nagyon egyszerli mechanikai
rendszerek esetén is fellépnek. Ilyen rendsze-
rekre jo példa az el6z6 fejezetben targyalt két
csatolt inga. Ott kimutattuk, hogy a rendszer
mozgasa két kiilonboz8 frekvencidju harmo-
nikus mozgas szuperpozicidjaként tekinthetd,
tehat harmonikus mozgasok vagy sajatrez-
gések segitségével analizdlhat6. A hurhoz és
a kétdimenzios felillethez is végtelen sok
sajatrezgés tartozik. - Bizonyos értelemben

ez utébbihoz tartozd sajatrezgések szdma
kétszeresen végtelen — legaldbbid ha meg

tudndnk szédmolni egy végtelen sokasagot.
Egy egyszerli mechanikai rendszer azonban,
aminek csak két szabadsiagfoka van, s csak
két valtozo sziikséges a leirdsdhoz, csupan
két sajatrezgéssel rendelkezik.

Végezziik el a két sajatrezgés matematikai
analizisét, feltételezve, hogy a két inga egyenls
hosszti. Legyen az egyik elmozduldsa x,
a masiké y — mint az a 49.5 4bran lathatd.
Amikor nincs ott a rugd, akkor az eisd
tdmeg elmozduldsdval aranyos. Ennek az
ingdnak egyediil (a rugd nélkiil) w, sajatfrek-
venciaja lenne. A mozgasegyenlet ez esetben
igy alakulna:

d2x

m e =—mawix. (49.13)

A masik inga ugyantgy lengene, ha nem volna
a két inga kozott rugs. Rugdval sszekdtve
azonban a gravitaciotdl szdrmazd visszahuzéd
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49.5 4bra. Két csatolt inga

erdn kiviil fellép még egy masik, az elsd téme--
get huzo erd is. Ez az erd fiigg az x— y tavol-
sagkiilonbségtdl: az erd tehdt x—y &s egy
geometriatol fiiget dllandd szorzatéval egyen-
16. Ugyanez az er6 hat forditott értelemben a
mdsodik témegre. A megoldandd mozgés~
egyenlet rendszer

d2x .
m-gE =—mowgx—k(x—1y),

&y (49.14)
m-az =—mwy—k(y—x).

Azt a mozgist keressiik tehdt, amelynsk
sordn a két témeg azonos frekvenciaval leng.
El8szér meg kell hatdroznunk, hogy mennyire-
térngk ki az egyes tdmegek. Az ingdk azonos.
frekvencidval lengenek, de amplittddjuknak
valamilyen 4, ill. B értéket kell felvenniiik,.
s ezek ardnya alland6. Prébalkozzunk meg a.
kovetkez6 megoldassal:

Xx = Ae®!, y = Belot (49.15)
Ha ezeket behelyettesitjik a (49.14) egyen-
lgtbe, Osszegytijtjiik a hasonlo tagokat, a kozos
et szorzoval egyszerdisitiink és m-mel osz--
tunk, akkor

k
(wz—wﬁ——) A= _k 3
m m

(49.16):

Azt latjuk tehdt, hogy két egyenletiink van,.
— legalabbis ugy tlinik, hogy — két ismeret-
lenre. Valbjaban azonban nem két ismeretlen
van, mert a mozgds mértékét nem tudjuk
ezekbdl az egyenletekbbl meghatarozni. Az
egyenletekbdl csak A4-nak B-hez vald aranyat
tudjuk meghatdrozni, és mindkét egyenletnek.
ugyanazt az arényt kell adnia. Sziikséges,
hogy a két egyeniet ne legyen egymdasnak
ellentmondd, s ez a frekvencidra valami
nagyon specidlis koveteiménynek felel meg.

Ezt a kovetelményt — a most targyalt
esetben — elég kénnyen megfogalmazhatjuk.



"~ Ha a két egyenletet Osszeszorozzuk, akkor

s o k\? k\?
w*—wyj - AB = - AB.
(49.17)

Ha A4 vagy B nem zérus (ha ugyanis zérus
lenne, akkor egyéltalaban nem lenne mozgas),
akkor az AB szorzattal mindkét oldalon egy-
-szerGisithetlink. Ha tehdt van mozgés, akkor
-a masik két tagnak kell egymdssal egyenlének
lenni, vagyis masodfokd egyenletet kell meg-
oldanunk. Eredményiil két lehetséges frekven-
.ciat kapunk:

2k
0} = 0, w3 =w3+—m—. (49.18)

"Ha a frekvencidra kapott ezen értékeket vissza-

helyettesitjiik (49.16)-ba, azt kapjuk, hogy az
-elsé frekvencidn 4 = B, a masodik frekven-
cian pedig A =—B.

Nyilvanvald, hgoy az els¢ esetben, ha
A = B, atugd sohasem fesziil meg, s mindkét
tomeg w, frekvencidval leng, mintha nem is
lenne rugd. A masik megoldasban, ha
A =—B, a rugd hozzijarul a visszahizd
er6hoz, s megnoveli a frekvenciat.

Erdekes eredmény adodik kiilonbszd hosz-
szi ingdk esetén. Ennek analizise a most
bemutatotthoz nagyon hasonld, elvégzését
-gyakorlatképpen az Olvaséra bizzuk.

49.5 Linearis rendszerek

Osszegezziik tehat eddigi gondolatainkat.
Olyan linedris rendszer mozgasa, amelynek
jellemz6i fiiggetlenek az id6tdl, nagyon bo-
nyolult is lehet. Vannak azonban nagyon
specidlis mozgasok — altaldban a specidlis
mozgasoknak egy egész sorozata —, ahol a
mozgas képe az id6vel exponencialisan valto-
zik. Rezgd rendszerek esetén — s mi most
ilyenekr6l beszélink — a kitev® képzetes, s
az id6tdl vald ,,exponencialis™ fliggés helyett
szivesebben hasznaljuk a ,,szinuszos” fiiggés
kifejezését. Altaldnosabb esetben azonban
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~nagyon specialis formaji mozgasok sajatrez- - -

gése az id6vel exponencidlisan valtozik. Egy

rendszer - legéltaldnosabb - mozgasa - mindig -

kiilénbodzd exponencidlisokat tartalmazé moz-
gasok szuperpozicidjaként képzelhets el.
Ismét ki kell emelniink a szinuszmozgasokra
vonatkozé kovetkezd allitast. Nem sziikséges,
hogy egy linearis rendszer tiszta — azaz meg-
hatarozott egyetlen frekvenciaji — szinusz-
mozgast végezzen, de fiiggetleniil attol,
hogyan mozog, a mozgas tiszta szinuszmoz-
gasok szuperpozicidjaként képhelhetd el.
Az egyes mozgasok frekvencidja a rendszerre

jellemz8, s ugyanugy a hozzajuk tartozé moz-—-

gaskép vagy hulldmforma is. Barmely ilyen
rendszer altalanos mozgasa jellemezhets, ha
megadjuk a sajatrezgések amplitadojat és
fazisat, majd pedig Osszegezziik 6ket. Ugyan-
ezt mas modon kifejezve: barmely linearis
rezgBrendszer egyenértékil a sajatrezgéseknek
megfeleld sajatfrekvenciaji, egymastol fiig-
getlen harmonikus oszcillatorok egy soro-
zataval.

E fejezet lezardsaként a sajatrezgések és a
kvantummechanika kozti kapcesolatrol tesziink
néhény megjegyzést. A kvantummechanika-
ban a rezg® targynak, vagy a térben valtozo
valamilyen mennyiségeknek egy valoszinliség-
fiigevény amplituddja felel meg, mégpedig egy
elektron vagy elektronrendszer adott elren-
dez6désben vald megtaldlasanak valOszinisé-
gét megadd fiiggvény amplitidéja. Ez az
amplitadofiiggvény térben és idSben valtoz-
hat, s valdjaban lineéris egyenletet elégit ki.
A kvantummechanikdban azonban fellép egy
transzformacié: amit mi a valdsziniiségi
amplitad6 frekvencidjanak neveziink, az a
klasszikus elképzelések szerint az energidval
egyenl6. A most megismert alapelvet tehat
ugy fordithatjuk le a kvantummechanika
nyelvére, hogy a frekvencia szOt az energia
szoval helyettesitjiik. Ezzel a helyettesitéssel
az alapeiv valahogy igy fogalmazhaté meg:
valamilyen kvantummechanikai rendszernek,
példaul egy atomnak, nincs sziikségszerfien
meghatdrozott energidja, éppigy, mint ahogy
egy egyszer{i mechanikai rendszernek sem kell
meghatirozott frekvenciaval rendelkeznie.

Tekintet nélkill arra, hogy a rendszernek
milyen a viselkedése, az mindig meghatarozott
ak tekint-
hets. Az egyes allapotok energidja jellemzd
az -atomra, -s--igy . a-részecskék kiilonbdzé
heiyeken valo megtaldlasinak valoszintiségét
meghatarozé amplitado alakja is az. Az 4lta-
14nos mozgas leirhatd, ha rendre megadjuk
¢ kiildnbdz6 energidju allapotok amplitadoéjat.
Ez az oka az energiaszintek megjelenésének
a kvantummechanikdban. Mivel a kvantum-
mechanika hullimokkal dolgozik, olyankériil-

mények kozott, ha az elektronnak nincs elég
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energidja ahhoz, hogy véglegesen elszabadul-
jon a protontél, korldtozott hullamokrdl beszé-
link. A rdgzitett huron felléps korlatozott
hulldimokhoz hasonléan a kvantummechani-
kéban is a hullimegyenleteknek meghataro-
zott frekvencidkra vannak megoldédsai. A
kvantummechanika értelmezése szerint ezek
meghatarozott energidk. Egy kvantummecha-
nikai rendszernek tehit, mivel hullamokkal
irhatd le, rogzitett energidja, meghatarozott
allapotai lehetnek. Ennek példai a kiilonbdz6
atomok energiaszintjei.



50.1 Zenei hangok

Ugy tartjak, Piithagorasz fedezte fel azt a
Jjelenséget, hogy ha két azonos, csupan hosz-
szukban kiilénb6z8 htirt egyformédn megfeszi-
tlink, €s azutdn egyszerre megpenditiink, az
emberi fiil szimdara nagyon kellemes hanghatas
keletkezik — feltéve, hogy a két hir hossza
ugy ardnylik egymashoz, mint két kis egész
szam. Ha az egyik hur kétszer olyan hosszd,
mint a mdsik, akkor éppen egy zenei oktiv
két alaphangjat halljuk. Ha viszont az egyik
hur hossza kétharmada a mésikénak, akkor
a C és G hangok k&zotti hangkozt halljuk,
amelyet kvintnek neveziink. Ezek a hang-
koz6k az 4ltalinos vélemény szerint , kelle-
mesen” hangzo akkordok.

Piithagorasz annyira hitt sajat felfedezésé-
ben, hogy erre alapozta iskolajat; tanitvanyai
— a piithagoreusok — misztikusan hittek a
szamok nagy hatalmdban. Meg voltak gy6-
z8dve arrdl, hogy valami hasonlét taldlnak
majd a bolygdkkal — vagy ahogy 8k nevez-
ték — ,,szférékkal” kapcsolatban is. Néha ma
is hallani a kifejezést: , A szférak zenéje”.
Elgondolasuk szerint szdmszerii Osszefiiggések
vannak a bolygépalyak, valamint a természet
més jelenségei kozott. Az atlagember azt
hihetné, hogy ez csupin valamilyen babona,
amiben a régi goérdgdk hittek. (De vajon
mennyiben tér el ez a vélemény a mi modern
tudomanyos felfogdsunktol, amely szintén
mennyiségi  Osszefiiggést kivan megallapi-
tani?)

Piithagorasz felfedezése az elsé példa volt
arra, hogy a természetben a geometridn kiviil
Is Iéteznek szamszert(i Ssszefiiggések. Egyszert
hosszusagmérésekbdl kovetkeztetni tudott va-

lamire — aminek mér latszélag semmi koze

sem volt a geometridhoz —, a keéllemes hang= "

hatasra. Feifedezése vezetett arra az aitalano-
sabb gondolatra, hogy a matematikai analizis
és az aritmetika hasznalhaté eszkoze lehet a
természet megismerésének. A modern tudo-
mdny eredményei igazoltak ezt az elgondolast.

Piithagorasz csak kisérleti megfigyelés alap-
Jjan jutott el felfedezéséhez és nem ismerte fel,
hogy ez a moédszer 4ltaldnosithato. Ha e fel-
ismerésekre tamaszkodhatott volna, esetleg a
fizika fejiédése sokkal hamarabb indul meg.
(Persze konny(i utélag biralni azt, amit valaki
mar megcsinalt, amikor mar tudjuk, mit kel-
lett volna csinélnia!)

Még egy érdekességre kell felhivnunk a
figyelmet: a felfedezés két kellemes hatési
hanggal 4ll kapcsolatban. Feltehetjiik a kér-
dést: vajon mi barmivel is jobban értjiik-e
Piithagorasznal, hogy miért csak meghatéaro-
zott hangok kellemesek fiiliinknek ? Az eszté-
tika altalanos elmélete alig fejlettebb ma, mint
Piithagorasz idejében. A gorogok ezen felfe-
dezésének harom oldala van: a kisérlet, a ma-
tematikai Osszefiiggések és az esztétika.
A fizika csak az elsd két problémakorben ért
el szamottevs fejlédést. Ebben a fejezetben
Piithagorasz felfedezésének mai értelmezésé-
161 lesz szo.

A hallhat6é hangok egyik csoportjat zajok-
nak hivjuk. Zaj, amelyet néhény, a kornyeze-
tlinkben levd, szabalytalanul rezgd test okoz-
hat, dobhartyankat rendszertelen rezgésbe
hozza. Ha a dobhartyara nehezedd légnyo-
mést (és ezzel természetesen a dobhértya
mozgasat) az iddS fiiggvényében abrazoljuk,
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zaj esetén az 50.1a 4bran lathatohoz hasonld
g0rbét kapunk. (Ilyen zajt kapunk, ha példaul

- labunkkal “dobbantunk.) A zenei hang mas

tulajdonsdgu. A zenét a t3bbé-kevésbé fosz-

- Szantartd tonusok — vagy zenei ;;hangjegyek”

Jeilemzik. (A hangszereken zajokat is eld
lehet Aallitani!) A ténus tarthat viszonylag
rovid ideig, mint példdul a megiitstt zongora-
hur hangja, vagy hatdrozatlanul sokdig —
mint amikor a zenész a fuvoldn hosszan kitart
egy hangot.

3 Nyomis
RVAVIR
[T

Fa—at
Vo

a} Zaj

Nyomis

f’ﬁl A / ) /\/\ /’;
URRVER VARV

—

E Y

b) Zenei hang

50.1 4bra. Nyomds mint az id3 fiiggvénye
-a) zaj és b) zenei hang esetén

A zepei hang abban kiilonbézik a zajtol,
hogy a légnyomds—id$ grafikonja periodikus.
A légnyomasvaltozas gorbéje, még ha sza-
balytalan is, jbol és 1jbol megismétlédik.
A zenei hang nyomdis—idé grafikonjidnak
egyik példajat az 50.15 4bran lathatjuk.

A zenészek altalaban a zenei hagokat ha-
rom szempontb6l: a hanger8sség, a hang-
magassag €s a hangszin szempontjabol oszta-
lyozzdk. A hangerésség a nyomasvaltozasok
nagysdganak felel meg. A hangmagassagot
az alaphang nyomasfiiggvényének egyszeri
megismétiédéséhez szitkséges id6, a periddus-
id6 hatédrozza meg. (A mély hangok periédus-
ideje nagvobb, mint a magas hangoks.)
A hangszin a két teljesen egyforma erBsségii
€s magassagl hang kozotti kiilonbséggel kap-
csolatos. Egy oboa, egy hegedi és €gy szopran-
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€nekesn6 . hangjat meg tudjuk egymastol
kiilonbdztetni, pedig ugyanolyan magas han-
got adnak. A szinezet az ismétlsds fiiggvény
szerkezetét6l fiigg.

Vizsgaljuk meg alaposabban a rezgd huar
hangjat. Ha megpenditiink egy hurt, az igy
keltett hangot a htrnak mint hullamforrasnak
a mozgdsa hatdrozza meg. Tudjuk, hogy ezek
a hulldimok mindkét irdnyban terjednek, és a

. hur végeirsl visszaverddnek, igy hosszi idén

keresztiil ide-oda lengenek. Akarmennyire
komplikalt is a hulldm, tjra és Ujra megismét-
18dik. Az ismétlédés periddusa éppen az az
id8, amely ahhoz sziikséges, hogy a hullim
kétszer befussa a hur teljes hosszat. Azért
éppen ennyi id6, mert barmely hullim esetén
— ha mér elindult — ennyi id6 sziikséges,
hogy a végekrél visszaver8djék, visszatérjen
kiindul6 helyzetébe, és tjra meginduljon az
eredeti iranyban. A terjedési idé ugyanakkora,
barmely irdnyban is indult el a hullim. Egy
periédus utdn, majd ismét egy periodus mulva
stb. a hir minden egyes pontja visszatér
kiindul6 helyzetébe. A rezgés altal 1étrehozott
hanghulldmoknak ugyanigy kell ismétldd-
niiik. Most tehat Tatjuk, hogy egy megpendi-
tett hiir miért ad zenei-hangot.

50.2 Fourier-sorok

A 49. fejezetben mds szempontbél vizsgal-

tuk a rezg® rendszerek mozgdsat. Lattuk, hogy
egy hurnak tobb sajatrezgése is van, és bar-
mely rezgését, amit a kezdeti feltételek lehe-
t6v€ tesznek, néhdny egyszerre fellépd sajat-
rezgés megfelels aranyokban vett Osszegeként
képzelhetjiik el. Azt talaltuk, hogy a hir sajat-
rezgésének frekvencidi: w,, 2w, 3wy,
A megpenditett hur legaltaldnosabb rezgése
tehat olyan szinuszos rezgések Osszegébdl 4ll,
amelyek frekvencidja az w, alapfrekvencia,
a 2w, masodik harmonikus, a 3w, harmadik
harmonikus stb. Az alapharmonikus T, =
= 27/w, id6nként isméilédik; a masodik har-
monikus 7, = 272/2w, idénként, de minden
két periddus utén, T, = 27, idénként is meg-
ismétlédik stb. Tey keletkezik a zenei hang.
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Eddig mindig valamilyen hur rezgéseirél
beszéltiink. A hang azonban tulajdonképpen
a levegd mozgasa, amely a hur rezgése folytdn
jott 1étre. A levegd rezgéseinek a huréval azo-
nos harmonikusokbol kell dllnia. Az egyes
harmonikusok egymadshoz viszonyitott erds-
sége eltérd lehet a levegében és a huron, mivel
a leveg6hoz vald csatolas hatasfoka az egyes
harmonikusokra nézve kiilonbozhet (a hur a
levegbvel egy rezonanciadobozon keresztiil
van ,,csatolva”).

Ha a zenei hangra vonatkozd légnyomads-
valtozast (50.15 4bra) mint az id6 fliggvény€t,
valamilyen f(¢) fiiggvénnyel jeldljiik, akker
azt varjuk, hogy f(¢) az id6 egyszeri harmo-
nikus fiiggvényeinek — pl. a cos wt fiiggvény-
nek — minden egyes harmonikus frekvencidt
tartalmazé dsszegeként frhaté fel. Ha a rezgés
periddusa 7, akkor az alapfrekvencia w =
=277/T, a felharmonikusok pedig 2w, 3w stb.
iesznek.

Ezzel kapcsolatban némi komplikacio merill
fel, ui. nem varhatjuk, hogy minden egyes
frekvenciaju rezgés kezdeti fazisa sziikség-
képpen azonos legyen, tehdt cos(w?+ @) alaka
fiiggvényekkel kellene szamolni. Egyszeriibb
azonban helyettiik minden egyes frekvencian
mind a koszinusz-, mind a szinuszfliggvénye-
ket egyiittesen hasznalni. Emlékezziink, hogy

cos (wt+ @) = cos @ cos wt—sin @ sin w?,
(50.1)

és mivel p llando, ezért bdarmely w frekvencia-
ji szinuszrezgést felirhatunk sin wi-ket és
cos wr-ket tartalmazé tagok osszegeként.
Végs6 soron tehat megallapithatjuk, hogy
barmely f(¢) fiiggvény, amelynek periédusa 7,
matematikailag a kovetkezd alakban irhatd
fel:
FiG) = ayt+

+ ay cos Wi+ by sin wi—+

+ ay, cos 2wt+ by sin 2w+

+ a, cos 3w+ by sin 3w+

- ... +.. (30.2)
ahol w = 27/T, az a és a b egyiitthatok pedig
azt mutatjdk meg, hogy az egyes komponen-
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““sek milyen ardnyban vesznek részt az ereds:

f() rezgés kialakitisaban. Az dltaldnossig _
kedvéért a fliggvényhez “egy zérus frekven="

" cidju a, tagot is hozzdadhatunk. Ez a tag a

hangnyomas 4tlagértékének (tehat a ,,zérus™
szintnek) az eltoldsat jelenti. Ezzel képietiink
barmely esetre érvényes. Az (50.2) egyenletet
vézlatosan az 50.2 4bra szemlélteti. (A har-
monikus fiiggvények a,,, b, egylitthatdit alkal-
masan kell vilasztani. Ezek az egyiitthatok
az 50.2 abran csak vazlatosan, a léptékek
figyelembevétele nélkiil lathatok!) Az 50.2

sort az f(¢) fliggvény Fourier-soranak nevez-

f()

A et

+ ay) <~ . +b1 t
R AV vt v v
+ stb. + stb.

50.2 4bra. Tetszdleges periodikusf(z) fﬁggvéﬁy egy-
szeri harmonikus fiiggvények Ssszegével egyenld:

Az el6bbiek soran azt mondtuk, hogy ddr-
mely periodikus fiiggvény felirhato ilyen alak-
ban. Ez pontosabban ugy is fogalmazhatd,
hogy ilyen sorba fejthetd minden olyan fiigg-
vény, amelyet a fizikdban haszndlunk. A ma-
tematikusok ki tudnak agyalni olyan fiiggvé-
nyeket is, amelyek nem allithatok el6 egyszerii
harmonikus rezgések szuperpozicidjaként
— példaul olyan ,,visszacsavarodo” fiiggvé-
nyeket, amelyek ¢ egyes értékeinél tObb
értékiiek! Az ilyen fiiggvények azonban nem
igen fordulnak el a mi tanulményainkban!

50.3 Hagpgszin és dsszhang

Most mar tudjuk, hogy a zenei hang ,,szi-
nezetét” — a hangszint — a kiilénb6z6 har-
monikusok egymashoz -viszonyitott erdssége,
— az a és b egylitthatok értéke hatirozza meg.
Az a hang, amelyben csak alapharmonikus
hallhat6, az tUn. tiszta hang, az viszont,
amelyben t&bb erds hangzasu felharmonikus
van, ,,gazdag” hang. Egy hegedl példaul a
harmonikusoknak egész mas ardnyat hozza
létre, mint egy oboa.

Mi is ,elBallithatunk” zenei hangokat pl.
gy, hogy egy hangszéréra tobb ,,oszcilla-
tort” kapcsolunk. (Egy oszcillator rendszerint
kozel tiszta, egyszerti harmonikus rezgést kelt.)
Az oszcillatorok frekvenciait w, 2w, 3w, ... stb.
értékiire valasztjuk. Ha minden oszcillatorra
hangerdsség-szabalyozoét tesziink, hogy a har-
monikusokat tetsz6leges ardanyban keverhes-
siikk, akkor kiilonboz6 szinezetli hangokat
allithatunk el6. gy miikddik péld4ul az elekt-
romos orgona is. A billenty{ik kivalasztjak az
alaposzcillator frekvencidjat, a pedalok pedig
olyan ,kapcsolék”, amelyek a kiilonboz6 fel-
harmonikusok relativ aranyat szabalyozzak.
E ,kapcsolok” segitségével az orgona olyan
hangot tud adni, mint a furulya, a heged,
vagy az oboa.

Erdekes, hogy minden kiilonboz6 frek-
venciaju ,,mesterséges” hang keltéséhez csak
egy oszcillitorra van sziikség: .ugyanaz az
oszcilldtor szolgaltatja a hang szinuszos és
koszinuszos komponensét. Az emberi fiil
ugyanis nem nagyon érzékeny a harmonikusok
faziskiilonbségére, 1ényegében az egyes frek-
vencidk szinuszos és koszinuszos részének
osszegét észleli. Analizisiink tehdt pontosabb
annal, mint ami a zene szubjektiv értékelésé-
hez feltétleniil sziikséges lenne. A mikrofon
és méas miszerek azonban érzékelik a fazist is,
ilyen esetekben tehdt sziikségiink lehet a teljes
analizisre.

A beszédhang ,,szinezete” hatarozza meg a
maganhangzdk hangzéasat is. A szaj alakjatdl
fiige, hogy a szajban levs levegh sajatrezgé-
seinek mekkora a frekvencidja. A hangszalak
rezgése altal keltett hanghulldmokhoz szdjunk
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alakjat megvaltoztatva, mas-mas frekvencidju
harmonikusokat adunk hozza, ill. emeliink ki..
Ennek az effektusnak az eredménye pl. az ,.e™
és az ,,a” hangok kozti kiilonbség.

Mindnyéjan tudjuk, hogy egy maganhang--
z0, pl. az ,,e” egyforman ,,e”-nek hatakkor is,.
ha magas vagy mély hangon mondjuk (vagy
énekeljiik). A fent leirt mechanizmus alapjan
azt varnank, hogy azok a meghatarozott frek-
vencidk, amelyeket szajunk formdldsaval ki--
emeliink az ,.e” hang kiejtésénél, nem fognak
megvaltozni, ha a hang magassdgat meg--
véltoztatjuk. Igy a fontos felharmonikusok
viszonya az alaphanghoz — vagyis a hang-
szin — megvaltozik a hangmagassag valtoz-
tatdsdval. Nyilvanvalo, hogy a beszédhangok.
felismerése nem a kiilonboz6 harmonikusok
viszonyan alapszik. :

Mit tudunk ezek alapjan Piithagorasz fel-
fedezésérdl mondani? Azt mar értjiik, hogy
két, egymashoz hasonlé hur esetén, ha hosz-
szasdguk ardnya 2: 3, akkor az alapfrekven-
cidk ardnya 3 : 2 lesz. De miért ,kellemes” a.
két hur egyiittes hangja. A megoldas kulcsat
a felharmonikusok frekvencidinak vizsgalata.
szolgaltatja. A rovidebb hur masodik har-
monikusanak frekvencidja azonos lesz a
hosszabb hur harmadik harmonikusdnak
frekvencidjaval. (K6nnyt megmutatni
— vagy elhinni —, hogy a megpenditett hiron
a legalacsonyabb néhany harmonikus jelent--
kezik erdsen.)

A kovetkezd két szabalyt mindenesetre:
rogzithetjiik. Kiilonb6z6 hangok akkor csen-
genek kellemesen, ha vannak azonos frek--
venciaju felharmonikusaik, és akkor disszo-
nansak, ha magasabb harmonikusaik frek--
venciai kozel esnek ugyan egymashoz, de
mégis elég tavol ahhoz, hogy kozottiik gyors
lebegés jojjon 1étre. Hogy miért kellemetlen a
lebegés és miért kellemesebb a magasabb har-
monikusok egybehangzédsa, ezt semmiképp
sem tudjuk megindokolni. Eppugy nem tud--
juk megmoendani, hogy miért hangzik valami
kellemesen, mint ahogy példéul nem tudjuk
megmondani, hogy miért kellemes valaminek
azillata. A dolog lényegét csak annyira értjiik,.
hogy meg tudjuk mondani: az egybehangzé
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‘hangok hatdsa kellemes lesz. Ebbsl azonban

.a zenei harmoénia tulajdonsdgain kiviil sem-
mire sem tudunk kovetkeztetni.

Konnyen ellendrizhetjiik a harmonikusokra
.az imént leirt dsszefiiggéseinket, ha elvégziink
néhany egyszer{i kisérletet a zongoran. Jelol-
jiik a klaviattira k6zepén levé hdrom egymaés
utani C-t C, C’, C”’-vel, és ugyanazokbodl az
oktavokbol hiarom egymas utdni G-t G, G/,
G”’-vei. Ekkor az alaphangok relativ frek-
venciai a kovetkezdk:

C -2 G —3
C' —4 G — 6
Cc"—8 G”"—12

E harmonikusok ko6zotti Osszefiiggés szemlél-
tetésére tételezziik fel, hogy a C’ billentyfit
Jassan lenyomjuk tgy, hogy a kalapics fel-
-emelkedjen, de ne szoblaltassa meg a hurt.
Ha most leiitjitk a C-t, akkor megszélal annak
alaphangja, és a felharmonikusai is. A maso-
-dik harmonikus rezgésbe hozza a C’ hurjat.
Ha most elengedjiik a C-t (de C’ billentyfit le-
nyomva tartjuk), akkor a kalapacs megsziin-
‘teti a C hur rezgését, és hallhatjuk (lagyan) C’
€lhald hangjat. Hasonl6 médon C harmadik
harmonikusa megszolaltatja G’-t, a hatodik
harmonikusa pedig (amely mar sokkal gyon-
gébben sz6l) G’/ alaphangjat tudja gerjeszteni.
Némiképp mas lesz az eredmény, ha G-t
nyomjuk le lassan, és azutdn rezgésbe hozzuk
{C’-t. C’ harmadik harmonikusa G negyedik
harmonikusanak felel meg, igy csak G negye-
dik harmonikusa gerjesztédik. Ha nagyon erg-
sen figyeliink, hallhatjuk G’/ hangjat, mely
két oktavval magasabb annal a G-nél, amit
lenyomtunk! Konnyen kitaldlhatjuk ennek a
jatéknak még sok mas kombinacidjat is.
Figyeljiik meg, hogy a dur-skalat éppen
azzal a feltétellel lehet meghatarozni, hogy a
hirom dar-akkord (F—A—-C), (C—E—G)
és (G—H—D), olyan hangokat jelent, ahol
a frekvencidk ardnya (4:5:6). Ezek az ara-
nvok — valamint az a tény, hogy az egy-
méstél egy oktavnyira levd hangok (C—C7;
H—H’) frekvencidinak arénya 1:2 — defini-

Al

4k az egész skdlat az ,,idealis™ esetre vonat-

kozoan, amelyet ,,természetes skilanak” neve-

ziink. A billenty(is hangszereket, mint amilyen
a zongora is, rendszerint zem igy hangoljak, ~

hanem egy kicsit ,,falsul” ugy, hogy a frek-
venciak aranya csak kézelitbleg legyen helyes
az Osszes kezd6hangra. Az ily médon hangolt
hangszeren — amelyet ,,temperaltnak” nevez-
nek — az oktdv (amelynek frekvenciaaranya
tovabbra is 1 : 2) 12 egyenld részre van osztva,
és a két-két szomszédos hang frekvencia-

aranya 2%, Kvint hangkézben a frekvencidk

viszonya t3bbé mar nem 2/,, hanem 2712 =
= 1,499, de ezt a kiilonbséget a Iegtobb ember
fille nem képes érzékelni.

50.4 Fourier-egyiitthatok

Emlékeztetiink arra, hogy barmely hang
— pontosabban minden periodikus hang —
a harmonikusok alkalmas kombinacidjaként
allithat6 el6. Meg akarjuk mutatni, hogyan
lehet kiszamitani az egyes harmonikusok sziik-
séges ardnyait. Az a €s a b egylitthatok isme-
retében és az (50.2) egyenlet alapjan ugyanis
az f(¢) figgvény mar konnyen eldallithatd.
De hogyan taladljuk meg adott f(¢) esetén a
kiilénb6zd harmonikusokhoz tartozé egyiitt-
hatokat? (KOnnyti recept szerint tésztat siitni,
de vajon ki tudjuk-e taldlni annak a tésztanak
a. receptjét, amivel megkinéltak benniinket?)

Fourier mutatta meg, hogy ez lényegében
nem is nagyon nehéz. Az a, tag meghatarozasa
pl. egészen konnyli: ez éppen f(r)-nek egy
periddusra (¢ = 0-t6l ¢ = T-ig) vett atlag-
értékével egyenld. Konnyen belathatjuk, hogy
ez valoban igy van. A szinusz- vagy koszinusz-
fiiggvény atlagértéke egy teljes periddusra
zérus, tehat két, harom vagy tetsz8leges szamu
teljes periodusra szintén. igy az (50.2) egyen-
let jobb oldaldn minden tag atlagértéke zérus,
kivéve ay-t. (Emlékezziink arra, hogy o =
= 27/T.

Masrészt egy Osszeg atlaga egyenld az atla-
gok Osszegével, ezért f(r) Atlaga éppen a;
atlagaval egyenld. Mivel g, dllandd, igy dtlaga
pontosan ugvanaz, mint értéke. Fethaszndlva

az atlagérték definiciojat

T
a, = % J‘ F( de. (50.3)
0

A tobbi egyiitthat6 kiszamitasa alig nehe-
zebb. Kiszamitasukhoz haszndljunk fel egy
Fourier-t6l szarmaz6 fogéast. Szorozzuk meg
az (50.2) egyenlet mindkét oldalat valamely
felharmonikussal — mondjuk cos 7we-vel.
Ekkor a kovetkezd egyenletet kapjuk:

= f(®) cos Twt =

= g, cos Twt+
+a, cos wt cos Tot+ by sin wt cos Tot+
+a,, cos 2wt cos Twtt by, sin 2wt cos Twi+

+.... +...
+ a; cos Tt cos Twt+ by sin Twt cos Twi+
+.... + ... (50.4)

Most képezziik mindkét oldal kozépértékét
egy periodusra. Az a, cos Twt-nek a T idore
vonatkoz6 atlaga aranyos ‘a koszinusznak
7T-re vett atlagaval. Bz viszont éppen zérus.
A megmaradé tagok csaknem mindegyikének
szintén zérus az atlagértéke. Tekintsiik példaul
az aj-es tagot. Tudjuk, hogy Altalaban

1 1
cos Acos B = 3 cos (A+ B)_l_? cos (4— B).

(50.5)

Az ay-es tag tehat:

%al (cos 8w+ cos 6wi). (50.6)

1tt két koszinuszos tag van, az egyik periédusa
8w, a masiké 6w. Mindkét tag dtlaga zérus,
az a,-es tag atlagértéke tehat zérus.

Az a;-es tagnal a, cos 9wt és a, cos Swt 1ép
fel, s ezek atlaga szintén z&rus. Az ag-es tagndl
cos 16wt, és cos (—2w!) fog adddni. Viszont
cos (—2w?) ugyanaz, mint cos 2w?, azért mind-

9 Mai fizika 4. két.
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két tag atlaga zérus. Ezek alapjan nyilvanvalo,
hogy minden koszinuszos tag atlaga egy kivéte-
lével zérus lesz. Ez az egy tag az, melynek
egyiitthatdja: a;. Erre ugyanis azt kapjuk,
hogy

1
3 as(cos 14wr+cos 0). (50.7)

Az elsd koszinuszos tag atlaga zérus, a maso-
diké pedig természetesen 1, vagyis azt kapjuk,
hogy az (50.4) egyenletben az dsszes koszinu-

P |
szos tag atlagértéke 5 a;.

A szinuszos- tagokkal még konnyebb a dol-
gunk. Tetszbleges koszinuszos tényezGvel
— mint amilyen pl. cos nwt — szorozva
ugyanigy megmutathatd, hogy az dsszes szi-

. nuszos tag atlagértéke zérus.

Latjuk, hogy Fourier eljardsa olyan, mint
egy sziird. Amikor beszorzunk cos 7wz-vel, és
atlagértéket képziink, akkor az a; egylitthato-
jan kiviil minden més tag eltlinik, és azt taldl-
juk, hogy:

kozépérték [f(?) cos Twt] = az/2, (50.8)

vagy mas alakban
T
2
- J\ f(®) cos Twr dt.  (50.9)

Az Olvasora bizzuk annak igazoldsat, hogy
a b, egyiitthaté meghatarozhato, ha az (50.2)
egyenletet sin 7we-vel beszorozzuk, és atlagot
képziink mindkét oldalon. Az eredmény:

T
b; = %jf(t) sin 7wt dz.  (50.10)

Nyilvanvaio, hogy ami igaz 7-re, az igaz a
tobbi egész szdmra is. Ennek alapjan bizonyi-
tasunkat és a kapott eredményt a kovetkezd
sokkal elegdnsabb matematikai alakban fog-
lathatjuk 6ssze. Ha n és m zérustol killonbdz6
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T
I j sin nowt cos mwr dt = 0. (50.11)
0
T
1I. J‘cos nowt cos mwt dt = | 0, ha nsm.
0 (50.12)
7 T
111 J'sin nwt sin motdt = | = hap=m.
2
]
IV.f(5) = ay+ Y, a,cosnwt+
n=1
+ Y by, sin not. (50.13)
n=1
T
1
V.a, = T J f@) de. (50.14)
0
T
a, = —;— Jf(t) cos neot dr. (50.15)
0
(50.16)

T
b, = % ff(t) sin nwt dz.
0

Az el6z6 fejezetekben kényelmes volt az
exponencialis frasmod az egyszer rezgbmoz-
gasok leirasara. A coswt helyett az exponencid-
lis fiiggvény valOs részét, R.eiv? kifejezést ir-
tunk. Ebben a fejezetben viszont koszinusz-
és szinuszfiiggvényeket egyiitt hasznaltunk,
mivel igy taldn kicsit vilagosabbak levezeté-
seink. Az (50.13) egyenletben megfogalmazott
végeredményiinket azonban felirhatjuk tomo-
rebb alakban is:

@) =Re ) duen, (50.17)
n=0

ahol 4, egy komplex szadm, a,— ib, (itt b, = 0).
‘Ha mindentitt egységes jelolést akarunk hasz-
nélni, akkor felirhatjuk, hogy
T
a, =i f’(r)e-f"”’ dr (=1
i T J vt =
0 (50.18)

_ Most mér tudjuk, hogy egy periodikus hul- --
lamot hogyan ,bonthatunk” harmonikus
komponensekre. A médszert Fourier-analizis- -~

nek, az egyes tagokat pedig Fourier-kompo-
nenseknek nevezik. Nem mutattuk még azon-

ban meg, hogyha megtalaljuk az &sszes Fou-

rier-komponenst, €s Osszeadjuk ket, akkor
valéban visszakapjuk az f(¢f) fiiggvényt.
A matematikusok a fiiggvények egy széles
osztalyar6l — 1ényegében a fizikusok szdmadra
érdekes Osszes fliggvényrdl — kimutattik,
hogy ha ki lehet szamitani az integralokat,
visszakaphaté az f(¢) fliggvény.

Van azonban néhany kivétel. Ha az f(r)_ _ |

fliggvény nem folytonos, akkor a szakadas
helyén a Fourier-sor 3sszege éppen a fiiggvény
két értéke kozti kozépsd értéket veszi fel.
Vizsgdljuk pl. az f(H) =0, 0=1< 1, il
f@®) =1, t, = t = T furcsa fiiggvényt, ekkor
a Fourier-sor sszege mindeniitt a helyes érté-
ket szolgaltatja, kivéve a 1, helyet, ahol 1/,
adodik 1 helyett. A fizikatdl azonban meg-
lehet8sen idegenek az ilyen fliggvények. Adha-
tunk a fizikusok részére egy ,szabalyt”,
miszerint barmely szakadasos fiiggvényt (mely
tulajdonképpen csak leegyszer(isitése egy vald-
difizikai fiiggvénynek) ugy kell definidlni, hogy
a szakadasi helyhez a két nem folytonos
fliggvényérték szdmtani kozepét rendeljiik.
Ilyen médon barmely fiiggvény, amelyik véges
szamu ugrést tartalmaz, Fourier-sorral pon-
tosan el6allithaté.

Javasoljuk, hogy az Olvasé gyakorlaskép-
pen hatdrozza meg az 50.3 4bran 1athaté fligg-
vény Fourier-sorat. Mivel a fliggvény nem
irhaté explicit algebrai alakba, nem lehet a0

fe)
N

50.3 abra. Négyszéghullam-fliggvény
F@=+1, ha 0 <t<T/2;
f@)=—=1, ha T2 <t<T

AZ ENERGIATETEL 131

és T kozotti integralast a szokasos médon
elvégezni. Az integrdlokat mégis konny(i ki-
szamitani, ha két részre bontjuk 8ket: a 0-t6l
T/2-ig [ekkor f(f) = 1] és a T/2-t6] T-ig [itt

— f(1)-=—1] vett integralokra. Az eredmény:

4 /. 1 .
) = — —
f - (sm wt+ 3 sin 3wt +

1 .
+— sin 5w+ .. ) s (50.19)

5
ahol w = 27/T. Ily mddon azt kaptuk, hogy
négyszoghullimunk (melyet specialis fizissal
valasztottunk) csak pératlan harmonikusokat
tartalmaz, és ampiitudéjuk forditva ardnyos a
frekvencidjukkal.

Ellendrizziik néhany ¢ értékre, vajon az
(50.19) -egyenlet visszaadja-e f(f)-t. Tekintsiik
at =1T/4, vagy masképp az wt =m/2 értéket.
Ekkor

4
fo=2 (sin 2l 2Ty
3 2

7 2
—}-i sin —SEZ——I— ) = (50.20)
5 2
S )
T 35 7
(50.21)

A zérojelben levd sor Ssszege* m/4, s igy azt
kapjuk, hogy () = 1.

50.5 Az energiatétel

A hulldm energija az amplitadé négyzetsé-
vel ardnyos, ami Osszetett hulldim esetén egy
T

peridédusra f FU#) dt-vel valé aranyossagot
0

) * A sor 6s_szegét a kovetkez6 modon szamithat-
j}lk ki. Eloljdroban megjegyezziik, hogy

I3

J 1dx/(1+x%)] = arc tg x. Ezutan fejtsiik sorba az
[

integrandust: 1/(14+x?) = 1—x2 4 xt—x51 |
Integraljuk a sort tagonként (zérustéi x-ig). Ekkor
azt kapjuk, hogy arctg x = 1—x3/3+x%/5—x7/7+
+... A kivint eredményt x = 1 helyettesitéssel
kapjuk meg: arc tg 1 = /4.

O%

jelent. Irjuk fel, hogy

T T oo
[riwdr = f [ao—%- 3. a, cos nwt+
0 0 n=1

o 2
+ Y b,sin na)t} dr.  (50.22)
n=1

Ha a zdréjelben lev6 négyzetet kifejtjiik, akkor
kifejezéstink az Gsszes lehetséges keresztszor-
zatot tartalmazza (pl. az a5 cos 5wt - b, sin Tw?).
Mér az el8bbiekben megmutattuk azonban
[lasd az (50.11) és (50.12) egyenleteket], hogy
ezeknek a tagoknak az egy periddusra vett
integrélja zérus. Ily médon csak a négyzetes
tagok — mint amilyen az a? cos? Swt — marad-
nak meg. Mivel barmely koszinusz vagy szi-
nusz tag négyzetének egyperiddusra vett
integralja T/2-vel egyenld, ezért

T
a T o
(‘fz(t) dr = Taa’—i—7(a%+ a+ ...+
J 2
FOH B .. =

oo

0. T
= T06+7 Y (az+5)).

n=1

(50.23)

Ez az egyenlet az energiatétel, amely kimondja,
hogy egy hullam teljes energidja a Fourier-
komponensek energiajanak Gsszegével egyen-
16. A tételt pl. az (50.19) sorra alkalmazva
— mivel [f(H]* = 1 — kapjuk, hogy

T\ 4)\2 11 1

és ebbdl megtudhatjuk, hogy a pératlan egész
szdmok reciprokainak négyzetdsszege 7%/8-cal
egyenld. Hasonlé médon elészér a fiiggvény
Fourier-sordnak meghatdrozdsa, majd az
energiatétel segftségével bizonyitani tudjuk,
hogy 1+ 1/2%4+1/3%+ ... =x%/50." (Brre az
eredményre a 45. fejezetben mér sziikségiink
volt.)
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50.6 Nemlinearis reakciok

A harmonikusok elméletének egyik teriilete
a nemlinedris effektusok, amelyre fontossdga
miatt fel kell hivnunk a figyelmet. Az Osszes
eddig targyalt rendszerrdl feltételeztiik, hogy
minden &sszefiiggés linedris, az erbhatésra
fellépd reakciok, pl. a kitérés vagy a gyorsulds
mindig ardnyos az 8t létrehozd erdvel, az
aramkorokben folyd aramok. aranyosak a
rajuk kapcsolt fesziiltséggel stb. Most azonban
olyan eseteket vizsgalunk, amelyekben a meny-
nyiségek nem ardnyosak egymassal. Képzel-
jlink el egy késziiléket, amelynek 7 id6pontban
érvényes, xi;-vel jelolt valaszat (kimendjelét)
az ugyanazon !¢ idOpontban érvényes Xxpe
bemendéjel hatirozza meg. Legyen pl. xpe Az
erd, és xy; az elmozdulas, vagy xp. az aram,
Xy a fesziiltség. Ha a késziilék linedris, akkor
azt kapjuk, hogy

xxi(f) = Kxue(D),

ahol X 1-t8l és xpe-t6l fliggetlen allando.
Tegyiik fel azonban, hogy a késziilék csak
kozelitbleg linedris. Ekkor azt irhatjuk, hogy

(50.25)

(50.24)

xi() = Klxoe(+ exte(D],

ahol ¢ az egységhez viszonyitva kicsi. Ilyen
linearis és nemlinedris visszahatas lathatd az
50.4 dbran.

Xui Eon

i /
a) Linearis b) Nemlineiris
X = Kxye Xig = K(Xpet+ex25e)

50.4 4bra. Linedris és nemlinedris reakciok

A nemlinearitasnak tobb fontos gyakoriati
kovetkezménye van, néhdnyat ezek koziil

most megvizsgalunk,

mMOeSt ogVIZS nNX

El8szér nézziik meg, mi torténik, ha beme-
ndjelként tiszta hangot adunk egy késziilékre.

Legyen xp. = cos wt. Ha az xi;-¢ az id6 fiigg- '

vényében abrazoljuk, akkor az 50.5 abra foly-

tonos gdrbéjét kapjuk. Oss}z'ehasonlitésképp,"”‘7""

szaggatott vonallal megrajzoltuk egy linearis
rendszer valaszat. Latjuk, hogy a kimendjel
mar nem koszinuszfiiggvény, mert csucsa
hegyesebb, az alja pedig laposabb nala. Azt
mondjuk, hogy a kimend&jel torzitott. Tudjuk,
hogy egy ilyen hulldim mar nem tiszta hang,
hanem felharmonikusokat is tartalmaz. Ezeket
a felharmonikusokat meg is tudjuk taldlni.
Az (50.25) egyenletbe helyettesitve xp. =
= coswt-t, azt kapjuk, hogy

X = K{coswi+ccos? wi).  (50.26)

Nemiineiris

\_/ ¢
7 - \\
( So =~ Linearis N3

50.5 4bra. Nemlinedris berendezés reakcidja
cos wt bemendjelre

Az Osszehasonlitas kedvéért a linedris reakciot is felttntettik

, 5 1
Felhasznalvaa cos? ¥ = 5 (1—cos 249) egyen-

16séget,
e &
xq =K (cos Wi+ 5 5 cos Zwt) (50.27)

adodik. A kimendjel tehat nemcsak az alap-
frekvenciat tartalmazza, amelyet a bemenetre
adtunk, hanem masodik harmonikust is.
Fzenkiviil a kimeneten megjelenik egy kons-
tans tag, K(¢/2) is, amely az atlagérték eltola-
sanak felel meg (lasd az 50.5 abrat). A kozép-
érték megvaltoztatasanak folyamatat kiegye-
nesiiésnek (rektifikdciénak) hivjuk.

A nemline4ris valasz kiegyenesedik, &s
megjelennek a bemenetre adott frekvencidk
felharmonikusai. Noha feltevésiink szerint
a nemlinearitds csak a masodik harmonikust
Allitja eld, a magasabbrend{i nemlinearitdsok
— amelyek pl. x, és xf, tagokat tartalmaz-
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nak — a magasabbrendii felharmonikusokat
is elsallitjak.

A nemlinearis hatds &ltal kivaltott masik
effektus a moduldcid. Ha a bemend fiiggvény
két (vagy_tdbb). tiszta hangbol &ll, akkor a
kimeneten nemcsak felharmonikusaik jelennek
meg, hanem még mas frekvenciadsszetevok is.
Legyen xpe = A COS w47+ B cos wot, ahol wy
és w, most nincs egymassal harmonikus kap-
csolatban. Ekkor a kimeneten a linearis tagon
kiviil (amely a bemenet K-szorosa) megjelenik
egy masik tag is, amelyet a kdvetkezd kifeje-

zés ad meg:
7 X = Ke(A cos 4t+ Beosmy)? = (50.28)
= Ke(A? cos® w1+ B? cos® wyt+
+ 2AB cos; t COS Wyi). (50.29)

Az (50.29) egyenletben a zarojeles kifejezés
els6 két tagja mar ismer6s. Ezek adtak imént
az 4llandé tagot és a masodik harmonikust.

A 2A4B cos w4t cos wyt Uj vegyes tagot két-
féleképpen értelmezhetjiik. Eldszor is, ha w4
és w, nagyon kiildnboznek egymastol (pl. wy
sokkal nagyobb, mint w,), akkor tgy tekint-
hetjiik, hogy a vegyes tag valtozé amplitudoja
koszinuszos rezgést ir le:

AB cos w4t cos wat = C(1) cos w1,
(50.30)

ahol

C(7) = ABcos w,l. {50.31)

Azt mondjuk, hogy a cosw,t amplitidoju
rezgést w, frekvencia moduldlja. ‘
A vegyes tagot mas alakban is felirhatjuk:

AB
AB cos wq cos wyt = - [cos (e +wa) 14

+-cos (w,—my) 1] (50.32)

A7t mondhatjuk tehat, hogy két #j komponens
keletkezett, az egyik a frekeenciak dsszegével
(w1+w,y)-vel, a masik a frekvencidk ki/onb-
ségével (w;—w,)-vel rezeg.

Ugyanazt a jelenséget két kiilonboz6, de
egymassal egyenértékli modon szemiéltiik.

Abban a specidlis esetben, amikor w; > w,,
a két kiilonbozé nézbpontot dsszekapcsolhat-
juk: mivel (o;+mo) és (w;—w,) értéke egymas
kozelébe esik, lebegés varhato. Ez a lebegés
azonban éppen az w, dtlagfrekvencidjii rezgés
amplitidomeduidcidiar jelenti a 2w, killonb-
ségi frekvencia fele szerint. Ezek alapjan be-
latjuk, hogy a két felirasi moéd egymaéssal
egyenértéki.

Azt taldljuk tehat, hogy a linearis reakciok
kiegyenesitést és moduldciét okoznak, har-
monikusokat keltenek, ill. 6sszeg- és kiilonb-
ségfrekvenciaval rezgd komponenseket &lli-
tanak el6.

Figyeljiik .meg, hogy mindezek [az (50.29)
egyenlet] nemcsak az ¢ nemlinearitasi ténye-
z6vel ardnyosak, hanem két amplitadd szor-
zataval is — A2-tel, B2-tel, vagy AB-vel —
ezért ezek a hatdsok erds jelek esetében sokkal
jelent6sebbek, mint gyengéknél.

Az effektusoknak szamos gyakorlati alkal-
mazasa van. Azt hiszik pl., hogy az emberi fiil
nemlinearis ,,miszer”’. Ez a hiedelem azon
alapszik, hogy er6s hangok esetén az az érzé-
stink, hogy a fels6 harmonikusokat, valamint
az Gsszeg- és kiilonbségfrekvenciakat is halljuk,
még akkor is, ha a hanghulldmok csak tiszta
hangokat tartalmaznak.

A hangkeltd berendezések szerkezeti ele-
meinek — erdsiték, hangszorok stb. — mindig
van némi nemlinearitdsuk. Ezek a berendezé-
sek olyan torzitasokat okoznak — vagyis pl.
olyan felharmonikusokat keltenek —, amelyek
nem szerepeltek az eredeti hangban. Ezek az
uj komponensek a fiil altal érzékelhetdk, de
jelenlétiik nyilvanvaléan nem kivanatos. Ep-
pen ezért a Hi-Fi berendezéseket pl. ugy
tervezik, hogy annyira linedrisak legyenek,
amennyire csak lehetséges. Az, hogy a fiil
nemlinearitdsa miért nem kellemetlen ugyan-
igy, és milyen nemlinearitds van a hangszord-
ban, milyen a fiilben, még nincs tisztazva!)

A nemlinearitds teljesen szikségszerd, &
ténylegesen, példaul a radidadsé és -vevd
berendezések egves részeiben szandékosan
pagyra valasztjdk. Egy amplitidomodulalt
radidadonal a hangjelet (amelynek a frekven-
cidja néhany MHz) a moduldtornak nevezett
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" nemlinearis dramkorben dsszegezik; és igy jon-

létre a kisugirzott, modulalt rezgés. A vevs-
~ késziilékben a felfogott jel komponensei egy
mésik nemlinedris &ramkorbe keriilnek, amely
a modulalt vivéhullim &sszeg- és kiilonbség-
frekvencidinak kombindlasival visszaalakitja
a hangjelet.
Mikor a fény anyagon valé Aathaladdsat
vizsgaltuk, feltételeztiik, hogy a toltések indu-
kalt rezgése ardnyos a fény elektromos teré-

HARMONIKUS REZGESEK

csak igen jo kozelités. Az utobbi években

sikeriilt olyan fényforrdsokat — a lézereket — 7"

el6allitani, amelyek elég erds fényintenzitist
adnak ahhoz, hogy a nemlinedris effektusok
is észlelhet&k legyenek: pl. ha er8s vorss fény
halad keresztiil egy iivegdarabon, akkor az
atbocsatott fényben egy nagyon kis kék —
a vor0s masodik harmonikusa — is meg-
jelenik!

vel —-azaz a reakcid linedris, Ez valojaban -

51.1 Fejhullamok

Miutdn a hullimokat mennyiségi szem-
pontbdl mar megvizsgaltuk, most ratériink
néhany bonyolultabb jelenség tirgyaldsara.
Ezeket azonban csak bemutatjuk, mert tal
bonyolultak ahhoz, hogy részletesen elemez-
hessiik Sket.

Els8 témaként vizsgaljuk meg, mi torténik,
ha a hullamforris gyorsabban mozog a hul-
14m terjedési sebességénél, vagyis a fazissebes-
ségnél. Tekintsiink el6sz6r meghatarozott

allando sebességli hullamokat, mint pl. a hang-
és a fényhullamok.

51.1 dbra. Fejhullam kip alaku hulldmfrontja

A kup hegye a hullimforrdsnal van. A kip félnyildsszge
= arc sin (ry/c).

Tételezziik fel, hogy a forras egy adott id6-
pillanatban az x; pontban hanghulldmot kelt
(51.1 abra), majd a kovetkezd id6pillanatban
elmozdul az x, helyre. Mire odaér, addigra
az x,-b6l kiindult hulldm maér az r; sugarQ
gdmbfeliiletre terjed ki, ahol megallapodasunk
szerint az r; sugar kisebb, mint a forras

51 Hullamok

(xy—x,) elmozduldsa. Természetesen x,-b6l
egy masik hullam is elindul. Amikor a hang-
forrds mar xg-ban van, és onnan is elindul
egy hulldm, akkorra az x,-bél elindult hullim
mér ry, az x;-b8l indult pedig ry tivolsigra
terjed ki. A folyamat nem 1épésenként, hanem
folytonosan megy végbe, és igy a korhulla-
moknak egy kozOs egyenessel mint érint&vel
hatarolt sorozatat kapjuk. A burkoléegyenes
a hangforrason megy keresztiil. Latjuk tehat,
hogy a hangforrds gdombhullimok keltése
helyett — melyeket allé helyzetében hozna
létre — olyan hullimfrontot kelt, amelyet
térben egy kupfeliilet, kétdimenzids esetben
pedig egy egymdst metszd egyenespar hatarol.
A kup nyilasszogét az 51.1 éabra alapjan
konnyen megkaphatjuk. Adott id6 alatt a
forras megtesz valamilyen x;— x, tavolsdgot,
amely a hullamforras v sebességével ardnyos.
Ezalatt a hulldmfront ry tavolsigig terjed,
amely a hulldm cy, terjedési sebességével ara-
nyos. Nyilvanvald, hogy a félnyilasszog
szinusza egyenld a hullam &s forras sebességé-
nek hanydosaval:

Ch

sin % = (51.1)

Latszik, hogy ez a szinusz csak akkor van
értelmezve, ha cp kisebb, mint », tehdt ha a
test sebessége nagyobb, mint a hullim terje-
dési sebessége.

Megjegyezziik a kovetkezdt: nem szikséges
kiilon kikotnilink, hogy hangforrasrol van szo.
Ha ugyanis egy test a hangsebességnél gyor-
sabban mozog, akkor 6 maga hangjelenséget



136 HULLAMOK

hoz létre. A hangkeltéshez a targynak egyal-

talan nem kell rezegnie. Ha egy test valamely
kozegben gyorsabban mozog, a hullimoknak
e kozegben valo terjedési sebességénél a test
mozgasa miatt annak minden oldaldn hulla-
mok keletkeznek. Ezt hang esetében egyszerti
megérteni, s6t ugyanez a helyzet a fénnyel is.
Els6 pillanatra azt gondoljuk: semmi sem
mozog gyorsabban a fénynél! A fény azonban
pl. livegben a vakuumbeli fénysebességnél
kisebb fazissebességgel terjed. Valamely nagy-
energiaju toltott részecskét atbocsathatunk az
iivegen ugy, hogy sebessége kozel lesz a
vakuumbeli fénysebesség értékéhez, s ugyan-
akkor a fény fazissebessége az iivegben esetleg
ennek csak 2/3-a lesz. Ekkor a részecske,
amely a kézegben a fénynél gyorsabban
mozog, olyan kupszeri fényhulldmot kelt,
melynek cstcsa a forras lesz, és a hullam olyan
lesz, mint a hajok altal keltett vizhullim
(amely — mint kimutathatd — hasonlé hatas-
tol szarmazik). A kip nyilasszogét megmérve
meg lehet hatdrozni a részecske sebességét.

A nagyenergiaju részecskék fizikdjéban ez a

jelenség a részecskesebesség meg‘xatarozasa-,w.y

nak egyik moédszere. Az egyetlen adat, amit
mérni kell, a fény kisugarzasi irdnya!

A részecske altal fényt — a jellenség elsé
megfigyel§jér6l — Cserenkov-sugirzasnak
nevezik. Frank és Tamm elméleti Giton elemez-
ték azt a problémat, hogy ennek mekkora
intenzitdsunak kell lennie. Munkajukért 1958-
ban mindharman Nobel-dijat kaptak.

Az 51.2 abra fényképfelvételt mutat egy
olyan testr6l, amely valamilyen gdzban gyor-
sabban mozog a hangsebességnél. A nyomaés-
valtozds megvaltoztatia a tdrésmutatdt és fgy
specidlis optikai rendszerrel lathatova lehet
tenni a hullamfrontot. Alaposabban megvizs-
galva azonban a képet észrevessziik, hogy a
hulldimfront hatdra csak aszimptotikusan
egyenes, a csucs kozelében elhajlik. A feliilet
tehat ténylegesen gorbiilt. A kovetkez6kben
azt tekintjiik feladatunknak, hogy ennek a gor-
biiletnek az eredetét megvizsgaljuk.

51.2 abra. A hangnal gyorsabban mozgd 16vedék altal keltett 16késhullam valamely gédzban

i
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51.2 Lokéshullamok

Gyakran eléfordul, hogy a hullam sebessége
fiigg az amplitadotol. Hang esetén pl. a kovet-
kez6képpen érthetjiik meg ezt ~a fiiggést.
A levegSben mozg6 barmely testnek az utja-
ban all6 levegét el kell mozditania. Ily médon
valamilyen nyomaslépcs6 keletkezik; a nyo-
mas a hulldmfront m&gdtt nagyobb lesz, mint
a (normalis sebességgel terjedd) hulldm 4ltal
el nem ért zavarasmentes rétegben. A hulldm-
front mogotti levegd adiabatikusan kompri-
malt é&llapotba keriil, ezért homérséklete
megnd. A hémérséklet ndvekedésével a hang-
sebesség is megnd, igy a nyomdslépcsé md-
gitti rétegben a hangsebesség nagyobb, mint
a hullamfront el6tt.

Ez azt jelenti, hogy a nyomaslépcsé mogott
keletkezett valamely méas zavar — amelyet
akar a mozgd test altal okozott 4lland6 nyo-
mas, akar mas rendellenesség hoz létre —
gyorsabban fog terjedni, mint maga a hulldm-
front: nagyobb nyomads hatdsira a sebesség
megnd. Ezt illusztralja az 51.3 dbra, amelyen
a jarulékos zavarokat a nyomdasgérbéhez
hozzaad6do kis nyomdscstucsok szemléltetik.
Latjuk, hogy id6ével a nagyobb nyomést
részek utolérik a hullamfrontot, mig ,,végiilis”
a kompressziés hulldimfront meredek format
5lt. Ha a hullaimer8sség nagyon nagy, akkor
a ,,végiilis” azt jelenti, hogy azonnal; ha pedig
kisebb, akkor a jelenség hosszabb id6 alatt
megy végbe. Lehetséges az is, hogy a zavar
gyakorlatilag 5zétterjed és mielStt elérné a
hullamfrontot, elhal.

A beszédhang er8ssége a légkori nyomdshoz
képest igen kicsi, annak kb. egymilliomod
része. Ha a nyomasvaltozds 1 bar nagysig-
rend(i, a hullim sebessége mintegy 20%;-kal

Yhultém
—

Nyomas

L>Y A

nd meg, és a hullamfront megfeleld mértékben:
meredekebb lesz. Mivel a természetben semmi-
sem megy végtelen gyorsan végbe, ezért amit
mi ,,éles” frontnak neveziink, az sem végte--
leniil meredek, csak igen kicsiny a vastagsaga..
Azok a tavolsigok, amelyeken e vaitozasok
végbemennek, a molekuldk atlagos szabad tt--
hosszanak nagysagrendjébe esnek; ilyen kis
tavolsagokra nézve a hullimegyenlet mar érvé--
nyét veszti, mivel felirdsakor a gaz szerkezetét:
figyelmen kiviil hagytuk.

Térjiink vissza ismét a 51.2 dbrara. A gor--
biiletet tehat meg tudjuk magyardzni, ha.
figyelembe vessziik, hogy a nyomds a csucstol
hétrafelé tavolodva csdkken; ezért a csucsnal
a 9 szbg nagyobb. A gorbiilet tehdt annak a

ténynek a kovetkezménye, hogy a sebesség:

fiigg a hullam erdsségétdl. Ez az oka annak,.
hogy az atombomba robbanasakor keletkezd-
nyomashulldm a hangsebességnél sokkal gyor--
sabban terjed, egészen addig, mig olyan
messzire nem jut, hogy a szétterjedés kovet--
keztében legyengiilt nyomaslépcsd a 1égkori
nyoméshoz képest elenyészévé valik. A hul-

lamfront terjedési sebessége ekkor az illets:

gizban mért hangsebesség értékéhez tart.
(A 16késhullam terjedési sebessége, a gazban
mért hangsebesség értéknél a front eldtt min-
dig nagyobb, a front mogott pedig kisebb.
Ez azt jelenti, hogy a hatulrdl j6v6 impulzusok
elérik a frontot, amely azonban a kozegben:
gyorsabban terjed, mint maga a jelsebesség.

Ezért nem lehet pusztin akusztikai Gton eldre:

megmondani, hogy 16késhullim kozeledik

. csak akkor, amikor mar kés6. El8szor a bom--

barobbanas fénye érkezik meg, de hogy 16kés-

hulldm is jon-e, azt nem tudjuk, mert elStte:

semmilyen hangjel sincs!)

A hullimok Gsszetorloédasa nagyon érdekes.

Tavolsag

51.3 &bra. ,,Hullimfront-pillanatképek” egymds uténi id6pillanatokban
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Jjelenség. Lényege az, hogy valamely kialakult
hulldm sebességénél a kovetkez6 hulldm sebes-
sége mar nagyobb.

E jelenség megértése érdekében vizsgaljunk
-egy hosszt, de véges szélességli és mélységii
-csatornaban folyé vizet. Ha a csatorna hosz-
'szaban elég gyorsan mozgatunk egy dugaty-
tyat, a viz Osszetorlodik éppuigy, mint a hé
-a hoeke elStt. Tegyiik fel, hogy valahol a csa-
‘tornaban az 51.4 ibran lathaté meredek viz-
1épcsé alakul ki. Kimutathato, hogy a mélyebb
vizrétegekben a hosszd hulldmok gyorsabban
terjednek, mint a sekély vizben, ezért barmely,
a dugattyd altal okozott nyomdslépcsd vagy
energiarendellenesség ,,elérerohan”, és a front-
néal Osszetorlodik. Végss soron elméleti uton
is azt kapjuk, hogy a vizfront meredek lesz.
A vizfeliileten a leesd vizrészecskék nagy ka-
vargast okoznak, mi azonban csak meredek
»vizfalat” latunk, amely eldtt a viz teljesen
nyugodt.

A valésagban a vizhulldm sokkal kompli-
kaltabb a hangnél. Ennek bizonyitdsira most
megprébaljuk egy ilyen csatorndban mester-

51.4 4bra. Vizlépcsé

ségesen létrehozott Gn. szdkddr sebességét
analizalni. Ezzel csak azt illusztraljuk, hogy a
mechanika — mar ismert — torvényeinek
segitségével az ilyen tipusu jelenségnek meg-
magyarazhatok. -

Képzeljiik el egy pillanatra, hogy a viz felii-
letének olyan alakja van, mint azt az 51.5a
abra mutatja; a hy-vel jelolt magasabb viz-
allasu rész v sebességgel mozog, a front pedig
a nyugalomban lev6 vizben #; magassagh
u sebességgel.

Szeretnénk meghatdrozni a front ¥ mozgasi
sebességét. Az x, helyen felvett fiiggbleges sik
At id6 alatt vAr tavolsdggal mozdul el, és az
X, helyre keriil. Ezalatt a hullimfront uAr
tavolsaggal mozdul el. :

Alkalmazzuk a tomeg- és impulzusmeg-
maradas torvényét. Az els® szerint: lathato
hogy x;-en keresztiil egységnyi csatornaszéles-
ségenként elmozdult 2,wAz témeget (az 51.55
abran bevonalkdzott teriilet) kompenzilja
a (hy,—AulAr tomeg (a méasik bevonalkazott
réteg). Ha Ar-vel egyszer(sitiink, azt kapjuk,
hogy vhy = u(hy,—h;). Ez azonban még nem

i
i
+
i
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a)

h,
(<o o>

X4 Xz X3 X4
51.5 4bra. Csatornaban étesitett szokSar metszetei

A b) metszet az a) helyzetné! At idGintervallummal késSbbi
helyzetet tinteti fel

elég, mert bar a Ay-et és Ayt ismerjlik, mind
a v, mind az « ismeretlen.

Alkalmazzuk az impulzusmegmaradds tor-
vényét is. Az eddigiek sordn nem beszéltiink
a viznyomas problémadirol, s nem érintettiink
mas hidrodinamikai kérdéseket sem, de azt
tudjuk, hogy egy adott helyen a nyomasnak
elegend6nek kell lennie ahhoz, hogy a folotte
levd vizoszlopot megtartsa. A nyomast meg-
kapjuk, ha a p vizstr(iséget megszorozzuk
g-vel és a folyadék felszinét6l mért tavolsaggal.
Mivel a nyomads linearisan valtozik a mélység-
gel, az x; helyen felvett fiiggdleges sikon az
atlagos nyomas (1/2)pgh, lesz. Ez ugyanakkor
azzal az 4tlagos erdvel is egyenlS, amely a
csatorna egységnyi szélességli €s egységnyi
mélységli metszetét az x, felé nyomja. Ha
hy-vel megszorozzuk, akkor megkapjuk a vizre
balrél hatd egész erdt: (1/2)oghs. A viz jobb
oldalrdl is nyomdst fejt ki, amely ellenkez6
irdnya erBvel hat a szoban forgd rétegre.
Ennek nagysaga (az el6z6hoz hasonldé mddon
szamolva): (1/2)ogh?. Az erbknek egyensuly-
ban kell lennidk az impulzusmegvaitozas
sebességével. Ki kell tehat szamolnunk, hogy
mennyivel nagyobb az impulzus az 51.56
abran feltiintetett helyzetben, mint az 51.5a
4bra szerintiben volt. Latjuk, hogy a v sebes-

ségre szert tett tobblettomeg (szélességegysé-
genként) ouhy, At—povhy At. Ezt megszorozya
v-vel azt a tobbletimpulzust kapjuk, amely
egyenl® az FAt impulzusvaltozassal:

(0hyu At—oh AV =

1 1 \
= (3 Qghg'—‘z— Qé’h%) Ar.

Ha az egyenletekbd]l a mar el6bb levezetett
viy = u(hy— h,) egyenlGség behelyettesitésével
kikiiszoboljiik v-t, majd egyszer(sitiink, ered-
ményként azt kapjuk, hogy

R = gho(hy+ hy)
-2

Ha a magassagkiilonbség nagyon kicsi,
tehdt A, és A, kozel egyenlSk, akkor a sebes-
ség: Vhg. Bz — mint késébb latni fogjuk —
csak akkor igaz, ha a hullamhossz sokkal
nagyobb, mint a csatorna mélysége. Hasonlo
szamitast lehetne elvégezni a hanghulldimokra
vonatkozoélag is, csak az egyenletet ki kell
bdviteni az energia megmaraddsanak figye-
lembevételével. Ha valaki a sz6k&arproblémat
vizsgalja, azt talalja, hogy a belsd energia nem
marad meg. Mennél nagyobb a magassig
kiilonbség, anndl nagyobb energiaveszteség
1¢ép fel. Ez nyilvinul meg — mint ahogy az
51.4 abra is mutatja — a visszaesd vizben és
az Orvényekben.

Az adiabatikus 16késhullimoknal szintén
megtaldlhaté ez a latszolagos energiaveszte-
ség. A hanghullamok energidja a hullimfront
mogott a giz felmelegitésére forditodik, ami
szokdar esetén megfelel a vizorvények kiala-
kulasanak. A probléma kidolgozasa folyaman
a hang esetében harom egyenletet kell meg-
oldani, annak figyelembevételével, hogy a hul-
lamfront mogott és el6tt — mint ahogy ezt
mar lattuk — a hdmérséklet nem egyenld.

Ha sikertii oiyan szbkd3art iétrehozni, ameiy-
ben az ugrés ellenkez6 irdnyu (hy,<#4,), akkor
azt talaliuk, hogy az energiaveszteség negativ.
Mivel a szOkGar nem tud honnan energiat
nyerni, nem tudja fenntartani Onmagat;
instabil lesz. Az ilyenfajta hullim fokezatosan
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kisimulna, mivel a sebességnek a magassag-
kiilonbségtsl valo fiiggése a hulldmfront mere-
dekebbé tétele helyett éppen azzal ellentétes
effektust hozna létre.

51.3 Hullamok szilard testekben

Eddig a hanghulldmokat gazban és folya-
dékban vizsgaltuk. Koztiik és a szilard testben
fellépd hanghullamok ko6zott kdzvetlen ana-
l6gia van. Ha valamely szilard testet megiitiink,
az Osszenyomodik. A test ellenall a nyomas-
nak, vissza akarja nyerni alakjat, és hanghoz
hasonlo hulldm keletkezik, éspedig olyan,
amely folyadékban nem létezik. Eppen ez az,
ami definici6 szerint megkiilonbozteti a folya-

dékot a szilard testtdl! Ha valamely folyadékot .

deformalunk és révid ideig igy tartjuk, amig
lecsillapodik, majd magara hagyjuk, akkor
deformaltsaga megmarad. Ha azonban vala-
mely szilard testet megnyomunk és magéara
hagyjuk, az — hasonléan egy megremegtetett
kocsonyadarabhoz — visszatér eredeti hely-
zetébe, és benne pl. nyirderd hatasara nyird-
hullam indul el. A nyiréhulldim ugyanugy
terjed, mint a nyomdshullaimok; sebességiik
minden esetben kisebb, mint a longitudinalis
hullamoké. A nyiréhulldmok bizonyos vonat-
kozasban — legalabbis polarizacidjukat ille-
téen — leginkabb a fényhullaimhoz hasonlita-
nak. A hang csak nyomashulldm, polarizacio-
val nem rendelkezik. A fény viszont transz-
verzalis hullam.

A szilard testekben mindkét hulldmtipus
eléfordul. Ugyanugy megtalalhaté benniik a
hanghoz hasonlo, allandd sebességii nyomas-
hulldm, mint a nyiréhullam. Ha a szilard test
nem Kkristalyos szerkezetli, akkor benne a
polarizdlt nyiréhullim minden irdnyban a
szilard testre jellemz6 sebességgel terjed. (Ter-
mészetesen minden szildrd test kristalyos
szerkezet(i, de ha olyan testet vesziink, amely
a legklilonb6z6bb orientacidji mikrokrista-
iyokbol all, a kristalyanizotropiak kiatlago-
1édnak.)

Erdekes kérdés: mi torténik, ha a hullim-
hossz mind kisebb és kisebb lesz? Mennyire

lehet rovid a hullamhossz a szildrd testben?
A hulldam fogalmdbol kovetkezik, hogy az
atomok tavolsaganal rovidebb hulldmhossz
nem lehetséges. A rezgések vagy longitudi-
nalisok vagy transzverzalisak, méasrészt hossz-
vagy rovidhuildimok. Ha az atomok kozrti
tavolsaggal Osszemérhetd hullimhosszakat
vizsgalunk, a sebességek tobbé mar nem allan-
doak; diszperzids jelenség 1ép fel, és a sebes-
ség nem fiiggetlen a hullimszamtdl. A transz-
verzalis hulldmok legmagasabb felharmo-
nikusa végs6 sorban akkor jelentkezik, mikor
minden atom a szomszédjaval ellentétesen
rezeg. T -

Atomi szempontbdi oiyan a helyzet, mint
— a mar ismertetett — két csatolt inga esetén.
A szilard testekben fellép6 hulldmokat tehat
elemezhetjiik csatolt, harmonikus oszcillato-
rok rendszereként is. A rendszer igen nagy
szadmu csatolt ingahoz hasonlatos, amelyben a
legmagasabb felharmonikus akkor jon létre,
amikor az ingdk ellentétesen lengenek, az ala-
csonyabb felharmonikusokat pedig a kiilon-
b6z6 fazisviszonyok hatarozzak meg.

A legrovidebb hulldmhosszi hullémokolyan
kicsik, hogy technikailag &ltalaban elBallit-
hatatlanok. Mégis nagy figyelmet érdemelnek,
mivel a szilard test termodinamikéjanak elmé-
letében a szilard test harmonikus tulajdonsa-
gait — példaul a fajh6t — a rovid hanghulla-
mok tulajdenségain keresztiil is lehet vizsgal-
ni.

A szilard testekben fellépé hanghulla-
mokra — mind a longitudinalis, mind a
transzverzalis hullamokra — nagyon érdekes
példat szolgaltatnak a Foldben feilépd hulla-
mok. A Fold belsejében iddrol-idére rengések
vannak. Az egyes talajrétegek egymashoz
viszonyitva eimozdulnak. A jelenség a nagyon
mély hanghoz hasonlit. A rengéshullamok ugy
indulnak a forrasbol, mint a hanghulldmok.
Bar hulldmhosszuk sokkal nagyobb, mint
amilyet altalaban hanghullimoknak tekinte-
nek, azért még ezek is hanghullamok. A Fold
nem homogén; tulajdonsagai — pl. 2 nyomas
a slirliség, a rugalmassag stb. — a mélységgel
valtoznak, ezért a rengéshullamok terjedési
sebessége is fiige a mélységtél. Kovetkezés-

!
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képpen létezik egy a torésmutatdhoz hasonld
szammal jellemezhet8 tulajdonsag, s ezért a

- hulldmok nem egyenesek, hanem gorbe vona-

lak mentén haladnak. A longitudinalis és
transzverzalis hullimok kiilénboz8 sebesség-
gel terjednek, igy leirdsukra més & més meg-
oldasok lehetségesek. Ez okozza azt, hogy ha
valahol foldrengés keletkezik, a szeizmograf
mutatdja nem jelez azonnal. Azt tapasztaljuk,
hogy tavoli rengéskor az irdszerkezet elészor
rezegni kezd, majd megnyugszik és aztdn
ismét rezeg. A szeizmograf altal regisztralt
egész folvamat a miszer helyétdl fiigg. Ha elég
kdzel van a foldrengés epicentruméhoz, akkor
el6sz6r a hamarabb beérkez® longitudindlis
hulldmokat rogziti, majd néhany pillanattal
kés6bb a transzverzalis hullimokat, mivel
azok lassabban terjednek. Ha elég pontosan
ismerjiik a hullimok sebességét, és a fold alatti
rétegek Osszetételét, a kétfajta hullam beérke-
zése kozotti id6kiilonbség mérésével meg lehet
4llapitani, milyen messze tortént a foldrengés.

Az 51.6 4bran példan mutatjuk be a hulla-
mok viselkedését a Fold belsejében. A kétféle
hulladmot kiilénbdz6 mddon jeloltik. Ha pl.
foldrengés keletkezik a ,forrassal” jelslt
helyen, a transzverzilis és longitudinalis
hulldmok a legkdzvetlenebb tGton, mas és mas
idStartamok alatt érkeznek a megfigyelési
helyre. (Elsfordulnak persze egyes, szerkezeti
diszkontinuitdsokon tdrténé visszaver&dések
is, amelyek mds utakat és id6tartamokat hoz-
nak 1étre). A részletes vizsgalatok azt mutattak,

engitudindlis (P, ill. K)
[

51.6 4bra. Longitudindlis és transzverzalis rengés-
hullamok Gtja a Fold belsejében

hogy a Foldnek van egy, a transzverzalis
hulldmokat at nem ereszt6 magja. Ha az allo-
mas szemben van a forrassal, a transzverzalis
hulldimok még megérkeznek ugyan, de mar
nem azonos fazisban. Ez azért van, mert ha
valamely transzverzalis hulldm nem merdlege-
sen érkezik két anyag hatarfeliiletére, akkor
két 1j hulldm keletkezik: egy transzverzalis és
egy longitudinalis. A Fold magjaban transz-
verzalis hulldim nem terjed (legalabbis eddig
csak longitudinalis hullam terjedését figyelték
meg). A mag hataran (a longitudinalis hulldm
hatésara) azonban mindkétfajta hulldm ismét
megjelenik, és eljut az észlelGhelyre.

Eppen a Fold rengéshullamainak tulajdon-
sagaibdl hataroztak meg, hogy a transzverza-
lis hulldmok nem tudnak terjedni a bels6
gombben. Ilyen értelemben a Fold kdzpontja
folyékony. A Fold belsejére vonatkozd rész-
letes ismereteinket a foldrengés-megfigyeld
alloméasok egymastdl fiiggetlen megfigyelése
eredményeképpen szereztiik; ma mdr a sebes-
ségek, a terjedési gorbék stb. mind ismertek.
A kiilonbodzd fajta hullimok sebességét min-
den mélységben ismerjitk. Ennek ismeretében
ki lehet szamolni- a Fold sajatrezgéseit, mivel
ismerjiik a hanghulldmok terjedési sebességét,
ill. mindkét hullimforma rugalmas tulajdon-
sagait.

Tételezziik fel, hogy a Foldet ellipszoiddd
nyomtuk Ossze, s aztdn elengedtiik. Ekkor a
rezgések periddusa és alakja egyszerfien meg-
hatarozhatd az ellipszoidban halad6 hulla-
mok szuperpozicidjaval. Ennek alapjan ki-
szamoltak, hogy valamely adott zavar esetén
sok ilyen harmonikus jon 1étre, kezdve a leg-
alacsonyabbtdl — amely jelen esetben ellip-
szoidszeri — az Osszetettebb strukturdji leg-
magasabbakig.

1960. majusaban a chilei foldrengés hulla-
mai tobbszdr is korbementek a Foldon.
Eppen akkorra késziiltek el az uj, nagyérzé-
kenységli szeizmografok, s igy meg leheteit
hatarozni a F6ld alapharmonikusainak a frek-
venciait, és Ossze lehetett hasonlitani 8ket az
el6z6 foldrengések sordn mért és a hanghul-
ldmok elmélete alapjan szamitott értékekkel.
Az 4j foldrengésjelz8 berendezésekkel végzett
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51.7 dbra. Foldrengés ereje a frekvencia fiiggvényében

A rengést a Nafia (Peru) és az Isabelia (California) alloméasokon levé szeizmografok észlelték. A koherencia (egyezés) az allo-

mdsck altal regisztralt jelek kapcsolatdnak meértéke. [Bemioff, Press and Smith, Journ. Geoph. Research 66. (1961) 605.1

kisérlet eredménye az 51.7 4brin Idthato,
amely a jeler6sséget abrazolja a rezgés frek-
vencidjanak fliggvényében (a Fourier-analizis
eredményét). Figyeljik meg, hogy bizonyos
specialis frekvencidkon sokkal nagyobb a jel-
erfsség, mint a tobbinél; j61 meghatarozott
éles maximumok lépnek fel. Ezek a Fold
sajatfrekvenidi, azok a f6 frekvencidk, ame-
lyeken a Fold rezegni képes. Mas szavakkal,
ha a Fold teljes rezgése sok kiilonb&z6 rezgés
szuperpozici6jabdl all, azt lehet remélni, hogy
barmely allomason regisztralt rendszertelen
kilengések a sok kiilénboz6 frekvencia egy
és ugyanazon szuperpoziciojit reprezentaljak.
Ha tehat a kapott jelet a frekvencidk kifeje-
zéseként analizaljuk, megtaldlhatjuk a Fold
karakterisztikus frekvencidit. Az 4bran a
fliggbleges vékony vonalak a szamitott frek-
vencidk, amelyek a regisztralt rezgések anali-
zisébdl adddo frekvencidkkal elég jol egyez-
nek. Ez azt mutatja, hogy a hanghuilamok
elmélete a Fold belsejében is érvényes.

Az 51.8 abrar6l — amely a legalacsonyabb
felharmonikusoknak, az ellipszoid alakd hul-
lamalaknak nagy felbontassal, nagyon gon-
dosan eivégzett méréseredményeit mutatja —
nagyon érdekes tényt lehet leolvasni. Meg-
figyelhetjiik, hogy a gérbének nem egy, hanem
két, egymastdl némileg eltérd maximuma van:
az egyik 54,7 min, a masik 53,1 min periédus-
id6nél. Amikor a jelenséget mérték, a kettBs

maximum oka ismeretlen volt. Magyarazatara
két lehetséges feltevés is kindlkozik:

Elképzelhets, hogy a Fold anyaginak el-
oszlasdban valami aszimmetria van, amely két
hasonld harmonikust eredményez.

Ennél érdekesebb azonban a masik lehetd-
ség. Tegyiik fel, hogy a forréstél elindult hul-
lamok két irdnyban terjednek a Féldon. Ha a
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Fold forgésa miatt fellépd — a mozgasegyen-
letekben az eddigiek sordn elhanyagolt —
effektusokat figyelembe vessziik, kimutathato,
hogy a hulldmok terjedési sebességei nem
egyenlék. Forgd rendszerben a mozgist a
Coriolis-er8k is befolyasoljék, és igv ezek
okozhatjak a megfigyelt felhasaddst.
Beszéljiink most roviden a rengésvizsgalat
modszerérdl. A szizmograf nem az amplitudé-
g0rbét regisztraija a frekvencia fliggvényében,
hanem a kitérést az id6 fiiggvényeként, s ez
mindig nagyon szabdlytalan gérbe. Ebbdl az
Gsszes frekvencidara vonatkozdan a kiilénbozd
frekvencidji szinuszhullimok  részaranyat —
— mint mar ismeretes — a k&vetkezd triikkds
modszerrel tudjuk meghatirozni: az adatokat
megszorezzuk egy adott frekvencidju szinusz-
hulldmmal és integralunk. M4s széval: atlagot
kell képezniink, és ez az atlag a szorzé hullim
frekvencidjan kiviil minden mas frekvencidn
elttinik. Az 51.7 és 51.8 4brdn azokat az
integralokat tiintettiik fel, amelyeket oly mo-
don kaptunk, hogy az adatokat megszoroztuk
kiilénb6z6 percenkénti rezgésszamu szinusz-
hullamokkal, és a szorzatokat kiintegraltuk.

51.4 Feliileti huilamok

A targyalasunkban most kdvetkezé hullam-
tipust méar mindenki latta és ismeri, az alap-
foku oktatésban is a hulldimok legaltaldnosabb
példdjaként szoktdk emliteni: ezek a vizfeliile-
ten levé hullimok. Révidesen meglatjuk,
hogy nehéz lenne ennél rosszabb példat
taldlni. A vizhulldim ugyanis sem a hanghoz,
sem a fényhez nem hasonlit, ez egy kiilonlege-
sen Osszetett hullimjelenség.

A vizhulldmok tulajdonsdgainak vizsgalatat
kezdjikk a mély vizben kialakul6 hossza hul-
ldmok elemzésével. Ha a végtelen mélynek

A hulldm terjedési ir

tekintett 6cedn nyugodt feliiletét megzavarjuk,.
akkor hullimok keletkeznek. Ekkor minden-
féle szabdlytalan mozgés felléphet, de a szinu--
szos tipusi mozgis nagyon kis zavar esetén:
olyan hullamokat kelt, amelyek az &cedn
partnak tarté sima hulldmaihoz hasonléak.
A viz természetesen 4tlagosan nyugalomban,
a helyén van, de a hulldim mozog. Milyen is ez
a mozgés: transzverzalis-e vagy longitudind-
lis? Egyik fajta sem lehet! Bar a viz minden
adott helyen valtakozva, hol hulldmhegyen,.
hol hulldimvdligyben van, a ,,vizmegmaradas®™
miatt nem lehetséges, hogy egyszerfien csak
emelkedjen és stillyedjen. Ha egy vizrészecske:
lefelé megy, hova keriil akkor arrél a helyrst
a tobbi? Hiszen a viz gyakorlatilag Ossze-
nyombatatlan! Nyilvanvaléan mivel a viz
Osszenyombhatatlan, a viznek eredeti helyérsl
oldalra kell elmozdulnia, mikor egy hullam-
hegy lezuhan. A val6sdgban az térténik, hogy
a feliilethez kozell vizrészecskék kozelitéieg
kérmozgast végeznek. Egy usz6 gumitémlén
fekvd ember meg tudna figyelni, hogy a kézeli
targyak kor mentén mozognak. Ez azt jelenti,.
hogy longitudinélis és transzverzalis hulldmok
keverékével allunk szemben! Nagyobb mélv-
ségekben a mozgasok kisebb korokon mennek.
végbe, mig elég nagy mélységben a kor-
mozgisokbdl mér semmi sem marad (51.9
abra).

Az ilyenfajta hulldimok sebességének meg-
hatdrozasa érdekes probléma. A sebesség vala-
milyen fiiggvénye lesz a viz slrfiségének, a
nehézségi erbnek — amely jelen esetben a
hulldmokat kialakito visszatérits eré —, eset-
leg a hulldmhossznak és a vizmélységnek.
Ha a mélység tart a végtelen felé, akkor a
sebesség mar nem fiigg a mélységtsl. Barmi-
Iyen formulat is vezetiink le a hullimok fazis-
sebességére, a kiilonbozd faktorokat gy keil
kombinalnunk, hogy azok megfelelé dimen-

Vizhullam Huilambegy
3 >

/ NN DY g ; 51.9 dbra. A mélyvizi hulla-
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A vizmolekuiak k&rpalyakon mozognak \ S Figyeliik meg, a korrdl-kérre

Hullimvélgy valtozé faziseltolodést
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51.10 dbra. Hajét kiséré hulldmkép

ziokat adjanak.* Egy modja a sfirfiség, a g és
a A olyan kombin4lasanak, mely sebességet ad,
-a sfirliségt6l teljesen fiiggetlen Vg)» mennyiség.
Mint azt a kérdés teljes dinamikai elemzése
kimutatja, a valésigban a fazissebességre
kapott képletiink egy }/ 1/27 faktortol eltekint-
ve, helyes. A pontos Osszefiiggés:

}/ A
Vfizis = %; (,,gravitaciés” hullimokra vo-

natkozéan).

Erdekes, hogy a hosszuhulldmok gyorsabban
terjednek, mint a révidek. Ily modon, ha egy
tavolban elhtiz6 motorcsénak nagy hullimo-
kat kelt, bizonyos id6 ut4n a hullimok el8szér
lassi, majd mind gyorsabb hullamveréssel
€rik el a partot. A parthoz érkezd elsé hulla-
mok ugyanis hossziak, majd egyre rovideb-

* Azitt alkalmazott dimenzidanalizis médszerére
€s érvényességi kérére vonatkozoan 1. pl. Girter-
man— Halpem: Fizikai problémak kvantitativ vizs-
gélata (Milszaki Konyvkiads, Budapest, 1985.)

cim konyvét. (Szerkeszts)

bekké és rovidebbekké valnak, mivel a sebes-
ség a hulldmhossz négyzetgyokével valtozik.

»EZ nem helyes” — vetheti ol valaki —,
»hiszen, ilyen megallapitishoz a csoport-
sebességet kell megvizsgalnunk”. Természete-
sen ez igaz! A fazissebesség képletébsl nem
lehet megtudni, hogy melyik hulldim érkezik
els8nek, errdl csak a csoportsebesség tajékoz-
tat. A csoportsebességr6l kimutathato, hogy
a fazissebesség felével egyenls. Most arra kell
emlékezniink, hogy a fazissebesség a hullam-
hossz négyzetgydkével aranyos, és latjuk,
hogy a csoportsebesség is.

Hogyan lehetséges, hogy a csoportsebesség
fele a fazissebességnek? Ha valaki figyel egy
mozgb hajé altal keletkezett hulldmcsoportot
és kovet egy kivalasztott hullamtaréjt,. azt
taldlja, hogy az a hulldmtaréj a csoporton
beliil elére mozog, de fokozatosan gyengébb
€s gyengébb lesz, mig végiil a frontban elhal.
Majd valami titokzatos és rejtélyes médon a
frontbol helyette gyenge hullam jon ki, mely
elére haladva egyre er§sebbé és erBsebbsd
valik. A hulldimok tehat keresztiilhaladnak a

|
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csoporton, mialatt a csoport a hullimsebesség
felével halad.

-~ Mivel “a csoport- és fazissebességek nem

egyenl6k, ezért valamilyen vizben mozgé test
altal keltett hulldmalak t6bbé nem egyszeriien
kup, hanem sokkal bonyoiultabb és érdeke-
sebb. Ezt lathatjuk az 51.10 4bran, amely egy
hajo6 altal keltett hullamokat mutat. Lathatjuk,
hogy egészen mas a viz hullimtere, mint a
hangé, ahol a sebesség fiiggetlen a hullim-
hossztol, €s hullimfrontok csak a kifelé mozgd
klip mentén vannak. Helyette a hajé mogdott,
annak mozgisara mer6leges hulldmfrontokat,

“és oldalt, més szogek alatt mozgd kis huila-

mokat is ldtunk. Ez a teljes huildmkép kizaro-
lag annak ismeretében is elemezhetd, hogy a
fazissebesség ardnyos a hullimhossz négyzet-
gybkével. A lényeg: a hulldimkép az — 4llandé
sebességgel mozgd hajohoz képest — stacio-
ner; barmely masféle hullimkép ui. , Jeszakad”
a hajérol.

A vizhulldmok, melyekkel eddig foglalkoz-
tunk, hossziihullamok voltak. Ezeknek vissza-
téritd ereje a gravitacids erd volt. Amikor
azonban a vizhullimok nagyon rdvidekké
vainak, akkor a visszatéritd erd tulmyomo-
1észt a kapillaris vonzdstol, azaz a feliileti
fesziiltség energidjatol szarmazik. A feliileti-
fesziiltség — vagy kapillaris hullimok a kdvet-
kez& fazissebességgel terjednek:

270
Vfazis =i P

ahol o a feliileti fesziiltség, p pedig a stirliség.
Az elBbbi esethez képest itt pontosan forditott
a helyzet: a fazissebesség nd a hulldmhossz
csokkenésével. Ha mind a graviticiés, mind
a kapillaris erd jelentés — mint ahogy az
altaldban lenni szokott —, akkor a két képlet
egylittes kombindcidjat kapjuk:

_ ok g
Veazis = _Q— ; 5
ahol k& = 27/A a hullimszim.

A vizhulldmok sebessége — mint latjuk —
valdban Gsszetett. Az 51.11 4brén lathaté a
fazissebesség a hulldmhossz fiiggvényében;
a nagyon rovid és a nagyon hossz hulldimok
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51.11 abra. Fazissebesség a hulldmhossz fliggvé-
nyében, vizben

gyorsak és Iétezik egy minimalis hullimterje-
dési sebesség. A képletbsl ehhez a csoport-
sebesség is kiszamithatd: ez a fazissebesség
3/2-edszerese a kapillaris, és 1/2-szerese a
graviticiés hullimok esetén. A minimumtdl
balra a csoportsebesség nagyobb a fizissebes-
ségnél, jobbra pedig kisebb.

Ehhez a tényliez néhdny érdekes jelenség
kapcsolodik. Mindenekel8tt, mivel a csoport-
sebesség a hullamhossz csékkenésével gyorsan
novekszik, ha valamilyen zavart hozunk létre,
akkor fellépnek olyan hosszisagi: huildmok,
amelyek minimaélis sebességgel terjednek (ez a
zavar leglassubb része), és lesznek -el6ttiik
— f6leg a frontban — nagyobb sebességgel
haladd nagyon rovid €s nagyon hossza hulla-
mok. A hosszithullimokat nagyon nehéz meg-
figyelni, de a révideket kdnnyen szemlélhetjitk
vizzel telt tartalyban.

A vizhulldmban a f6hullamnak kis, elére-
szaladé hullémfodrai vannak. A diszperzié
miatt valamilyen, a vizfeliiletet megbontd
,eles zavar” nem hoz létre meredek fronttal
rendelkez$ hullimokat; a zavar feld] eldszor
a nagyon finom, kis nulldmok jonnek. Ha
egy test bizonyos sebességgel mozog a vizben,
meglehetdsen bonyolult hullamkép alakul ki,
mivel a kiilénboz6 hullimok  kiilénbszd
sebességgel mozognak. Egy vizzel teit kid
segitségével szemléltethetjitk, hogy a leg-



gyorsabb huildmok a finom, kapilldris hulla-
mok, €s ezek mogott haladnak a lassubb hul-
ldmok. LejtSs meder esetén azt tapasztaljuk,
hogy ahol a mélység kisebb, ott a hullimok
sebessége is kisebb lesz. Ha egy hullim vala-
milyen sz8g alatt érkezik a maximalis lejtés
vonaldhoz, akkor azon elhajlik, a vonalat
igyekszik kovetni. A kisérieti kad segitségével
kiilonboz6 jelenségeket mutathatunk meg, és
azt a kdvetkeztetést vonhatjuk le, hogy a viz-
hulldmok sokkal bonyolultabbak, mint a
ilevegbhullamok.

A hosszihullamok sebessége a felszinhez
kbzelebb kisebb, mint mély vizben. Ily modon,
amikor a hulldmok a sekélyebb vizdi part felé
haladnak, lelassulnak. Ahol azonban a mély-
ség nagyobb, a hullimok gyorsabbak, és igy
fjra 10késhuilam-jelenséggel taldlkozunk. Ek-
kor azonban, mivel a vizhullim meglehetSsen
Osszetett, a 10késhulldm frontvonala egyre
iobban eitorzul és az 51.12 dbran lathatdan,
»atbukik” Snmagan. Ezt lathatjuk akkor is,
amikor a hulldm eléri a partot; a partra csa-
p0dd hulldmokat vizsgalva elénk tirul a ter-
mészet minden bonyolultsiga. Még senki sem
tudta kiszdmitani a megtdrd hullam alakjat.

A kapilldris hulldmok érdekes sajatsdgit
figyelhetjiik meg a vizben mozgé targy keltette
felszini ,,zavarokban”. A targy szempont-
jabol a viz mellette folyik és a targy mellett
mindig azok a hulidmok maradnak, melyek-
nek sebessége azzal egyenld. Az draml6 folya-

51.12 é.bra Vu.hullam

dekba helyezett test koriil kialakul6 hullimkép
stacioner lesz, és a hullimkép éppen azokat
a megfelelé hullimhosszakat tartalmazza,
amelyek a hulldmképnek a folyadékkal azonos
mozgasahoz sziikségesek. Ha a csoportsebes-
ség kisebb, mint a fazissebesség, akkor a zava-
rok az dramlatban visszafelé haladnak, mivel
a csoportsebesség nem elégséges ahhoz, hogy
1épést tartson az drammal. Ha pedig nagyobb
annal, akkor a hulldmkép a targy el6tt jelenik
meg. Ha valaki alaposabban megvizsgil vala-
mely draml6 folyadékban levd targyat, lathat-
ja, hogy eltte rovid hullamfodrok mogctte
pedig hosszihullimok vannak. -

Kioml6 folyadék esetében hasonld érdekes
jelenséget figyelhetiink meg. Ha pl. egy palack-
bol elég gyorsan dmlik ki a tej, a kijove , tej-
aramban” mindkét irdnyban nagyszimu, egy-
mast keresztezd vonulatot latunk. Ezek a hul-
1dmok a palack peremének ,zavarain® kelet-
keznek; igen hasonldéan azokhoz a hulldmok-
hoz, melyeket valamely dramlatba helyezett
targy hoz létre. Az effektus azonban most
mindkét oldalrdl fellép és ezért kapunk ke-
resztez6 vonalakbol allé hullimképet.

Megismerkedtiink tehét a hulldimok néhany
érdekes tulajdonsagival, kiilonb6zé bonyo-
lultsagu esetekkel. Megvizsgaltuk a fizissebes-
ség hullamhossztol valé fliggését, a hulldmok
sebességének a mélységtdl vald fiiggését stb.
Ezek a természet Osszetett és kétségkiviil érde-
kes jelenségei.

H
|
i
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“torvények “szimmetriatulajdonsagait,

52.1 Szimmetriamiiveletek

Vizsgdljuk megmost részletesebben a fizikai
melyek-
nek néhany vondsat mar a vektoranalizissel
(1. kotet, 11. fejezet), a relativitdselmélettel
(2. kotet, 16. fejezet) és a forgatassal (2. kotet
20. fejezet) kapcsolatban megtirgyaltuk.

Miért kell foglalkoznunk a szimmetridval?
A szimmetria az emberi gondolkod4s szdmara
vonzé valami. Mindenki szereti az olyan tar-
gyakat és alakzatokat, amelyek valamilyen
moédon szimmetrikusak. Erdekes tény, hogy a
természet - gyakran mutat kiilénboz6 szim-
metridkat. Taldn az elképzelhetd legszimmet-
rikusabb alakzat a gomb, a természet pedig
tele van gombokkel: csillagokkal, bolygokkal,
kodben levd . vizcseppekkel. A kdzetek kris-
talyai is kiilonféle szimmetriat mutatnak, ame-
lyeknek tanulmanyozasa szdmos érdekességet
tar fel a szildrd testek szerkezetérél. Még az
allat- és novényvilagban is szimos szimmetria-
tulajdonsdggal taldlkozhatunk, bar egy virig
vagy egy méhecske szimmetridja korintsem
olyan tokéletes és alapvetd, mint amilyen egy
kristalyé.

A tdrgyak szimmetridja is érdekes probléma,
de minket sokkal fontosabb kérdés foglalkoz-
tat: a fizikai vildg mfikodését szabalyozd tor-
vények szimmetridja.

Mi is a szimmetria? Hogyan értsiik azt,
hogy egy fizikai torvény ,szimmetrikus”?
A szimmeiria meghatdrozasa alapvetd prob-
éma. Mar emlitettiik Weyl egy j6 megfogal-
mazasat, amelynek a lényege az, hogy akkor
szimmeirikus valami, ha meghatdrozott m-
veletnek alavetve, valtozast nem tapasztalunk.
Egy szimmetrikus vazat pl. tiikrozhetiink vagy
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elfordithatunk anélkiil, hogy barmilyen valto-
zast is észrevehetnénk rajta. Avval a kérdéssel
szeretnénk foglaikozni tehat, hogy milyen
hatést gyakorolhatunk egy fizikai- jelenségre
ugy, hogy a kisérlet soran létrejott fizikai alla-
pot ne valtozzon. Ezeket a fizikai jelenségeket
valtozatlanul hagyd ismert miveleteket az
52.1 tiblazatban foglaltuk &ssze.

52.1 tablazat
Szimmetriameiveletek

Térbeli eltolds

Idébeli eltolas )

Adott szoggel valo elforgatds

Egyenes vonala egyenletes sebesseg (Lorentz-
transzformdcio)

Id6tiikrozés

Tértikrozés

Azonos atomok vagy azonos reszecskek felcseré-
1ése

Kvantummechanikai. fazis megvaltozasa

Anyag—antianyag felcserélése (toltéstiikrozésy

52.2 Szimmetria térben és idGben

Az els6, legegyszer(ibb mivelet: a fizikai
jelenségek térbeli eltoldsa (transzlacié). Ha a
tér egy bizonyos helyén kisérletet végziink és
azutan a iér egy masik helyén masik kisérieti
berendezést épitiink fel (vagy az eredeiit oda
eltoljuk), akkor ami az egyik berendezésben
egy bizonyos idérendben lejitszédott, a ma-
sikban ugyantgy megismétlédik, természete-
sen csak ugyanazon — az elézbre vonatkozé
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Osszes -megszoritas figyelembevételével 1étre-

hozott — koriilmények esetén. Mas széval 4t
kell helyezni a berendezés miikdésére vonat-
koz6 minden feltételt is. Az, hogy milyen
feltételeket milyen mértékben kell figyelembe
venniink, mar megbeszéltiik, ezért nem bo-
csdtkozunk ismét részletekbe.

Amennyire ma ismeretes: az idébeli eltolds
sincs hatassal a fizikai tSrvényekre. Ez azt
Jelenti, hogy ha épitiink egy mérSberendezést,
s azt egy bizonyos id6ben, mondjuk csiitdr-
t0kon de. 10%-kor meginditjuk, s azutan egy
ugyanolyan berendezést példaul hirom nappal

késGbb ugyanolyan koriilmények kozstt indi- -

tunk meg, a két berendezds — fiiggetleniil az
inditds idSpontjatél — teljesen egyforman:
vagyis azonos sorrendben, azonos id@tarta-
mokkal, azonos médon fog miikédni. Ismét
feltételezziik persze, hogy a kornyezet Gsszes
lényeges tulajdonsigai is iddben megfelelfen
valtoznak.

Figyelembe kell venniink a foldrajzi kii-
6nbségeket is! Pl. ha a foldfelszin adott pont-
jan megmérjiik a magneses teret, s azutin egy
mésik helyre vissziik késziilékiinket, az nem
mérheti ugyanazi az ériéket. Ennek oka a
i5ldmégnesességnek az a tulajdonsiga, hogy
més-més helyen killénbdz5 az értéke. Ha azon
ban- az egész Foldet a mérSberendezéssel
egylitt mozgatnank, a késziilék mikodésében
semmiféle kiilonbséget nem tapasztalnank.

A madsik miivelet, amit koribban mar elég
részietesen megtargyaltunk, a térbeli elforga-
tds. Ha egy mérSberendezést egy bizonyos
szoggel elforgatunk, az éppen Yigy mikosdik
majd, mint a forgatds ciBtt, feltételezve, hogy
az Osszes lényeges krnyezeti feltételeket vele
egyiitt forgattuk el. A térbeli forgatassal
szemben mutatkozé szimmetriat a 11. fejezet-
ben mdr néhdny vonatkozisban megtirgyal-
tuk, s ott megismerkedhettiink a szimmetria-
tulajdonsdgok lehetd legpontosabb lefrisit add
vektoranalizissel,

Tovébbi tanulmédnyaink sorin egy masik
szimmetridval is talilkoztunk: az egyenes
vonali egyenletes sebességgel mozgd testekre
vonatkozd szimunetridval. Ha egy valamilyen
médon mér mitk$ds berendezést, valamint az

-egész ,lényeges” kdrnyezetet, egyenes vonala

egyenletes sebességgel mozgatjuk, akkor —leg-
aldbbis, ami a mozgd rendszerben lejaisz6do
fizikai jelenségeket illeti — a korabbi mérések-
hez képest nem tapasztalunk kiilonbséget: az
Osszes fizikai tdrvény ugyanolyan marad.

Azt is tudjuk, hogyan fejezhetjiik ezt ki
matematikailag: a fizikai torvényeket leird
matematikai egyenleteknek a Lorentz-transz-
Jormdcioval szemben invaridnsoknak kell
lenniiik. Megjegyezziik, hogy a fizikusok
figyelmét a relativitdselmélet vizsgalata fordi-
totta fokozottabb mértékben a fizikai térvé-

nyekben lev6 szimmetridkra. Mivel az id6 és -

a tér bizonyos értelemben ekvivalensek, az
Osszes emlitett szimmetria geometriai termé-
szetli.

A fizikai jelenségeket valtozatlanul hagyd
miiveletek felsoroldsa utdn azt gondolhat-
ndnk, hogy gyakoriatilag mindent megtehe-
tiink. Hogy ez mennyire nem igy van, tassunk
néhdny ellenpéidat!

Valaki azt kérdezi: ,szimmetrikusak-e a
fizikai tOrvények a méretvaltoztatassal szem-
ben?” Ha épitenénk egy mérSberendezést, és
azutdn még egyet, amely minden méretéhen
OtszOr nagyobb, vajon mindketts pontosan
ugyanigy mikodne-e? Nem! Egy nétrium
kocka és egy 6tszor akkora térfogatot kitslts
patriumgaz atomjai altal kibocsatott fény hul-
lémhossza példaul pontosan ugyanakkora.
A hullimhossz a kibocsaté kozeg méretétsl
fiiggetien maradt — vagy ami ugyanaz — a
hulldmhossz és a kibocsaté kizeg méreteinek
viszonya megvaltozott.

Egy miésik példa: az wjsdgokban idSnként
képeket latunk gyufaszalakbol épitett nagy
sz€kesegyhazrol, vagy mas csodalatos szor-
galommal elkészitett miivészi ,,gyufaépitmé-
nyekrdl”. Képzeljiik el, hogy ez a makett a
valédi méretekben is fabél épiilne fel. Rogton
belatjuk, hogy az egész 6sszedblne, egyszerlien
azért, mert a ,.felnagyitott” gyufaszdlak nem
lennének elég erdsek.

»1gen” — mondhatja valaki — ,,de azt is
tudjuk, hogy a kiils§ behatist is arinyosan
meg kell valtoztatni”. Nyilvan a targyaknak
a gravitdciéval szembeni ellendlld képességére
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gondol! Valéban, ennek megfeleléen kellene
tekintentink elészér is a gyufaszalakbél épi-

“tett makettet és a valodi Foldet. Ekkor ter-

mészetesen a makett stabil. Ezutdn a ,.fel-
nagyitott székesegyhazat™ és egy ,,felnagyitott
Foldet” kellene tekinteniink. Ez azonban
még rosszabb lenne, mivel a gravitacié a Fsld
tomegével ardnyosan megnévekedne.

Az anyag atomi tulajdonsiga alapjén ter-
mészetesen érthets, hogy a jelenségek méret-
fliggbek. Ha egy olyan kicsi berendezést épite-
nénk, amelyben pl. csupan &t atom lenne, nem
tudndnk Snkényesen azt sem nagyitani, sem
kicsinyiteni. Az egyedi atomok mérete ugyanis
egyéltaldban nem Snkényes — sét, nagyon is
meghatarozott. .

Galilei fedezte fel, hogy a fizikai t3rvények
a méretvaltoztatissal szemben, bizonyos hata-
rokon til mér nem maradnak valtozatlanok.
O mutatott 14, hogy az anyag szilirdsiga nem
egyenesen ardnyos méretével, és ezt a tulaj-
donsdgat — amit éppen az elébb a gyufaszal-
bol épitett székesegyhdzzal kapcsolatban tar-
gyaltunk — a kovetkez&képpen illusztralta:
Lerajzolt két csontvézat, egy normalis méretii
és egy képzeletbeli, mondjuk 10- vagy 100-szor
nagyobb ,,szuperkutyaét”. MindkettSt olyan-
nak ,tervezve”, hogy elbirjdk a megfelels
kutyék sulyit; a méasodikra egy teljesen mas
szerkezetli és formaju csontviz adédott. El-
jutott-e ahhoz a végkovetkeztetéshez, hogy a
természet torvényei csak meghatarozott mére-
tek esetén érvényesek, nem tudjuk. Minden-
esetre e felismerés olyan mély benyomast gya-
korolt ra, hogy fontossdgdban a mozgistdr-
vények felfedezésével egyenértékiicknek tar-
totta, és mindkettSt egy-egy ,,04j tudomany-
nak” nevezte. :

Misik jol ismert példa: valamely egyenletes
sz0gsebességgel forgd rendszerben a fizikai
térvények mas alakaak, mint egy nem forgd

_rendszerben. Ha elvégeznénk egy kisérletet,

majd mindent egy Grhajoba szerelnénk, s azt
a kozmikus térben 4llandé szogsebességti for-
gasra késztetnénk, a berendezés a centrifuga-
Iis vagy Coriolis-er8k hatdsira mar masként
miikddne mint eldbb. Ugyanigy anélkiil, hogy
a Foldrél |, kitekintenénk”, a Foucauli-inga

segitségével meg tudjuk mondani, hogy a Fold
forog.

A kovetkezGkben megemlitiink egy nagyon
érdekes, de latszélag hamis szimmetriit, az
idbbeli megfordithatdsdgot. A fizikai térvények
id6ben megfordithatatlanoknak tiinnek, mivel
tudjuk, hogy a nagy méretek vildgaban a sze-
miink el6tt lejatsz6dé jelenségek irreverzibili-
sek:

" A Mozgé Ujj ir; végez, s megy tovabb;

s vissza nem csalja csak egy fél-Sorat
torolni Esz és Sziv,. . .

Omér Khéjjam: Rubaiyat
(Fitzgerald-féle forditasbot
magyarra atiltette: Szabd
Lérinc)

Ismereteink szerint ezt a megfordithatatlan-
sdgot az okozza, hogy a folyamatokban igen
nagy szamu részecske vesz részt. Ha ugyanis
az egyes molekulakat figyelnénk, nem tudnink
megkiildnboztetni, hogy az egész ,,rendszer’”
id6ben el6re vagy hétrafelé miikédik. Pon-
tosabban a kovetkez&t lehetne mondani: épit-
siink egy kis késziiléket, amelynek az atom-
Jairél tudjuk, hogy hogyan mozognak, s meg-
figyelhetjiik cikdzasukat. Azutén épitsiink egy
hasonl6 késziiléket, amelynek atomjai a mésik
késziilék atomjainak véghelyzetébdl indulns-
nak, és azokkal pontosan ellentétes iranya
sebességiik lenne. A rendszer ekkor pontosar
ugyanazokon a mozgdsokon, csak forditott
sorrendben menne keresztiil. Tekintsiik a dol-
got mds médon. Ha az anyagban lezajl6 6sszes
bels6 folyamatot elég részletesen abrazolo fil-
met visszafelé pergetve vetitjiik viszonra,
egyetlen fizikus sem mondhatja azt, hogy: ,.ez
a fizika torvényeivel ellentétes, itt valami nincs
rendben.” Ha nem latjuk az Gsszes részletet,
a helyzet természetesen teljesen vildgosnak
tlinik.

Vannak egészen masfajta szimmetridk is.
Létezik pl. olyan szimmetria, amely azt a tényt
titkrézi, hogy egy atomot egy mdsik atomma¥
felcserélhetiink, azaz talalhatunk olyan atom-
csoportokat, ahol bizonyos atompérok fel-
cserélésébdl semmilven kiilonbség sem szar-
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"~ mazik*. Léteznek tehat hasonld tipusu ato-

mok. Egy adott tipust oxigénatom, és egy
ugyanolyan tipust masik oxigénatom ugyan-
ugy fog viselkedni.

Azt mondhatnd valaki: ,,nevetséges, hiszen
ez az azonos tipus definicidja:” Lehet, hogy ez
csupan definicié, de akkor még mindig nem
tudjuk, hogy vajon valdban vannak-e ,,azo-
nos t{pust atomok”. A rény az, hogy nagyon-
nagyon sok azonos tipusu atom van. Az a ki-
jelentésiink tehat, hogy nem okoz semmi
kiilonbséget, ha egy atomot egy vele azonos
tipustval felcseréliink, mar lényegss. A fenti
értelemben az atomokat alkotd un. elemi ré-
szecskék azonosak; minden clektron azonos
minden proton azonos. az &sszes pozitiv
77-mez8n azonos stb.

52.3 Szimmetria €s a megmaradasi
torvények

A fizikai torvények szimmetriai ezen a szin-
ten is nagyon érdekesek, de taldn még izgal-
masabbak a kvantummechanikdban. Nagyon
érdekes tény — amelyet a legtobb fizikus még
ma is elég meghokkentének tart — az, hogy
a kvantummechanikdban minden egyes szim-
metridnak egy megmaraddsi torvény felel meg.
Meghatarozott kapcsolat van a megmaradasi
torvények és a fizikai tdrvények szimmetriai
kozott. Ezt azonban jelenlegi targyaldsunk
szinvonalén még nem tudjuk kell6en megvila-
gitani. Ezért 4llitdsunkat most csupin ki-
mondjuk, anélkiil, hogy bizonyitanank.

Példaul az a tény, hogy a fizika térvényei a
térbeli (egyenletes sebességil) eltoldssal szem-
ben szimmetrikusak, egyenértékii az impulzus-
megmaradds torvényével.

A fizika torvényeinek az idGeltoléssal szem-
ben szimmetrikus volta az energiamegmara-
dashoz vezet, a térbeli forgatds esetén érvé-
nyes invariancia pedig az impulzusmomenium
megmaradasdnak felel meg. A fenti kapcsola-

* Bz az Un. permuticids szimmetria. (Ford.
megj. }

tok a fizika legszebb és legalapvetébb kérdései
ko6z¢é tartoznak.

Vannak azonban a kvantummechanikdban - ~

olyan szimmetridk is, amelyeknek nincs klasz-
szikus megfelel6je, s amelyeket a klasszikus
fizika mddszereivel nem is lehet leirni. Ilyen
példaul a kovetkez6: ha o valamilyen folya-
mat hulldmfiiggvényének amplituddjat jelenti,
akkor y abszolut értékének négyzete a folya-
mat bekovetkezésének valoszinfiségét adja
meg. Ha most valaki nem ezzel ayp-vel, hanem
egy ettél csupan fazisban kiilonbdzd p’-vel
(A legyen valamilyen allandd, és a régi p-t
szorozzuk meg ¢2-val) végezné el a szamitasat,
akkor az esemény bekGvetkezésének valészindi-
sége, azaz y’ abszolit értékének négyzete 1
abszolut értékének négyzetével lenne egyenl:

Y o=pet, [P =lpP (52D

A fizikai torvény tehdt valtozatlan, ha a
hullamfiiggvény fazisat egy Onkényesen meg-
adott allanddval eltoljuk. Latjuk, hogy ez az
eddigiektdl eltérd szimmetria. A kvantum-
mechanikai fizissal kapcsolatos megmaradasi
torvény az elekiromos toltés megmaradasanak
felel meg.

52.4 Tikrozési szimmetria

Most attériink a térbeli titkrozési szimmet-
ridgra. A probléma a kovetkez$: szimmetri-
kusak-e a fizikai torvények tiikrozés esetén?
Ezt maésféleképpen is megfogalmazhatjuk:
Tételezziik fel, hogy valamilyen mérSberen-
dezést épitiink, mondjuk egy O6rat: sok kerék-
kel, mutatdval és szammal. Az ora ketyeg,
belsejében a miikodését biztositdo szerkezeti
elemek vannak. Nézziink most az Orara a
tikorben. Készitsiink egy madsik Orat, amely
tokéletesen ugyanolyan, amilyennek az elsé
Ora latszik a tiikorben. Mindeniitt, ahol az
els6 Oraban jobbmenetli csavar taldlhato,
a masik Ora megfeield helyén balmenei( csa-
vart haszndlunk. Az egyik szamlapjan levd
2-est a mdsikon ,,S”-essel jeloljiik. Minden,
valamely iranyban hajlitott spirdlrugdt a
,.tikorkép oraban” forditva hajlitunk, s 1. t
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Mikor mindezt befejeztiik, kétfajta orank lesz,
melyek egymadssal egy tdrgy és a tiikorképe
ko6zott fennallé kapcsolatban dllnak. Hang-
sulyozzuk, hogy mindkettd valédi anyagi
targy! Felmeriil a kovetkezd kérdés: ha a két
juk (a két rugdt egyforma feszesre huzzuk fel),
vajon ezutdn a két ora 6rokké egymas tiikor-
képeként miikodik és ketyeg majd? (Ez tisz-
tan fizikai, €és nem filozdéfiai kérdés!) A fizika
térvényei azt sugalljak, hogy igen.

Ugy gondoljuk, hogy — a térbeli tilkrozés a
fizikai torvények egyik szimmetridgjanak te-
kinthet®, azaz, ha mindent ,,jobbrél” ,,baira”
valtoztatunk, egyébként azonban minden
mast (pl. 6raink esetében a rugdk feszességét
stb.) valtozatianul hagyunk, nem tudunk
kiilonbséget megallapitani. Tételezziik fel ez-
utin, hogy amit gyanitunk, igaz. Ekkor sem-
milyen fizikai jelenséggel sem lehet a ,,jobb™-ot
a ,,bal”-tol megkiilonboztetni éppugy, mint
ahogyan példdul semmilyen fizikai jelenség
segitségével sem lehet valamely mozgas ab-
szolut sebességét meghatarozni. Ilyenkor tehat
lehetetlennek kell lennie annak, hogy valamely
adott fizikai jelenség segitségével abszolut mo-
don meghatdrozzuk: mit értiink a ,,bal”-lal
ellentétes ,,jobb”-on, mivel az Gsszes fizikai
térvény — feltevésiink szerint — szimmetri-
kus.

Természetesen, az anyagi vilagnak nem kell
Altalaban tiikorszimmetrikusnak lennie. Fold-
rajzi ismereteink alapjan nyilvanvaléan meg
lehet hatdrozni pl. a ,,jobbot”: New Orleans-
ban Chicago felé tekintve Florida jobb keziink
felé esik (természetesen, ha labunkkal allunk
a talajon!). A foldrajzban meg tudjuk hata-
rozni merre van a ,,jobb’” és merre a ,,bal”,
A kérdés azonban az: hogy vajon a fizikai tor-
vények szimmetrikusak-e? A kérdést agy is
megfogalmazhatjuk: vajon ellenimondana-
nak-e a fizikai térvények egy, a Foldhéz ha-
sonlg ,,bal oldalas” feliilettel rendelkezd gdmb
1étezésének.

Nyilvanvald, hogy ez a helyzet nem tinik
lehetetlennek. A fizikai torvényeknek ugyanis
nem mond ellent az, hogy minden balrél
jobbra valtozzon.

Meg kell prébalnunk valamilyen jelenséget
taldlni, amellyel a kitiintetett ,,jobb oldal”
alapvet® modon kapcsolatos. Tekintsiik a
kovetkez lehetdséget: ismeretes, hogy a pola-
ros fény polarizaciés sikja a fénynek cukor-
oldaton valo 4thaiaddsa soran jobbra fordul
(3. kotet, 33. fejezet). Ugy latszik, moédot
talalunk a ,,jobb oldal” definidlasira, mivel
vizben bizonyos mennyiségii cukrot feloldva,
a fény polarizacids sikjat jobbra tudjuk elfor-
gatni. A cukrot organizmusok épitik 61, de ha
mesterségesen probaljuk elallitani, azt talal-
juk, hogy ekkor nem forgatja el a polarizacio
sikjat! Ha azonban ebbe a polarizacid sikjat
nem elforgatd mesterséges cukorba bakté-
réiumokat tesziink (amelyek bizonyos meny-
nyiségli cukrot elfogyasztanak), majd kiszfir-
jik &ket, azt tapasztaljuk, hogy még maradt
cukor (kortilbeliil a kezdeti mennyiség fele) és.
ez mar elforgatja a polarizacio sikjat, de éppen
ellenkezd irdnyban! Ez a tény ugyan nagyon
zavarbaejtd, de azért kénnyen megmagyardz—
hato!

Nézziink meg ezért egy masik példat. Min-
den él6lény egyik kozos alkotOrésze, az élet
alapanyaga: a fehérje. A fehérjék aminosay-
lancokbdl alinak. Az 52.1 dbran egy £16 fehér-
jéb6l szarmazo aminosav vézlatos képe lat-
haté. Ezt az aminosavat ,,alanin’’-nak nevezik,.
molekularis szerkezetét az 52.1a 4bra mutatja..
Ha az alanint széndioxidbdl, etanbdl és
ammoniabdl Allitjuk eld, azt tapasztaljuk,
hogy ilyen tipusi molekuldbdl és abbol a faj-
tabol, ami az 52.15 &bran lathatd, egyenld
mennyiség adédik! Az elsd tipust molekulat,.
amely él6 anyagbdl szarmazik L-alaninnak
nevezik. A masik tipus, amely kémiailag ezzel
azonos — hiszen ugyanolyan atomok és az
atomok kozott ugyanolyan kémiai kotések
szerepelnek benne, de elrendezése az elébbi
tiikdrképe: D-alaninnak hividk. Az €16 szer-
vezet ezzel szemben altaldban csak az L-ala-
nint hasznalja fel. Eléfordul azonban é16)é-
nyekben is itt-ott D-alanin. Ezek az esetek
azonban nagyon ritkak. Ha mindkét fajtabol
készitiink bizonyos mennyiséget, és a keverék-
kel allatokat taplalunk, amelyek alanint ,,sze-
retnek enni” vagy felhasznalni, kideriil, hogy



52.1 dbra. @) L-alanin; b) D-alanin

azok a D-alanint nem tudjék felhasznalni, csak
az L-alanint. Pontosan ugyanaz a helyzet a
cukoroldatunkkal: miutdn a baktériumok
megették azt a fajta cukrot, amelyik nekik
,»1zlik”, csak a nekik nem 715 ,,rossz” cukor
marad meg!

Ugy tiinik, mintha az életjelenségek vagy
a kémia lehet6vé tennék a ,,jobb” és a ,,bal”
megkiilonboztetését, mivel a két molekula
kémiailag kiilsnb5z3! De nem, nincs igy!
Ameddig fizikai méréseket végziink, mint pl.
a kémiai reakciok energidjat, sebességét stb.
mérjiik, ez a kétfajta molekula — ha minden
egyéb titkrézve is van — teljesen hasonld-
képpen viselkedik. Az elsd tipusit molekulik
a fényt jobbra forgatjadk, a masik tipustuak
pedig — ugyanannyi oldaton keresztiil — pon-
tosan ugyanolyan mértékben balra. Ami a
fizikdt illeti, a két aminosav azonos mérési
eredményre vezet. A Schrddinger-egyenlet
mér tartalmazza, hogy a két molekuldnak
tokéletesen hasonldan kell viselkednie, annak
ellenére, hogy az egyik ,,jobb oldalas”, a masik
pedig ,,balos”. Mindemellett, az él6vilag
meégiscsak egyfajta médon van felépitve!

A feltételezések szerint ennek oka a kovet-
kez8: képzeljikk el példaul, hogy valamilyen
id6pontban olyan kériilmények jonnének
Iétre, hogy az él6lények Osszes fehérjéi csak
bal oldalas aminosavakat tartalmaznanak. Ez
arra vezetne, hogy él6lényekben minden alap-
anyag ,.eltorzulna”, vagyis az 8sszes enzim
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»eltorzulna” — minden aszimmetrikussa
valna. Tehdt amikor az emésztd enzimek a
taplalékban levs vegyianyagokat megprdobal-
nak mdsfajta vegyianyagokka .4talakitani,
akkor egyfajta vegyianyag , megfelelne” az
enzimeknek, a masik nem (mint Hamupip&ké-
nek a tdnccipb, azzal a kiilonbséggel, hogy
most azt a ,,bal ldbra” probaljuk). Hogy
jobban megvildgitsuk a mondottakat, tekint-
siik a kovetkezd esetet: mai tudasunk szerint
elvben készitheté példdul egy olyan béka,
amelyben minden molekula forditott, vagyis
olyan, mint egy valodi béka ,,bal oldalas”
tiikdrképe. Ez a bal oldalas béka egy darabig
egészen rendben érezné magit, de nem tudna
talalni maganak semmi taplélékot, mivel ha
bekapna egy legyet, az enzimjei nem lennének
képesek azt megemészteni. A ,,valédi” légy
ugyanis szamdara ,,rossz”’ aminosavakboél
dllna (magitol értetédik, életben tartdsihoz
adhatndnk a békanak ,,bal oldalas™ legyet is).
Tehat mai tuddsunk szerint a vegyi és élet-
folyamatok, ha mindent megforditanank,
ugyanolyan moédon folytatédnanak, mint
ahogy eddig lezajlottak.

Ha az €let teljesen fiziko-kémiai jelenség
lenne, akkor azt a tényt, hogy minden fehérjé-
ben ugyanaz a ,,jobb oldalas” szerkezet szere-
pel, azon elképzelés alapjan lehetne megérteni,
hogy az élet kialakuldsakor kiilsnbdzd é16
molekuldk indultak a ,,nagy versenyen” é&s
csak egyik fajtdnak sikeriilt gySznie. Valahol

POLARIS ES AXIALVEKTOROK 153

tehdt egyszercsak aszimmetrikus szerves mole-
kuldk jottek létre, és e kiilonleges esemény

“folytdn kiilénleges koriilmények kozott a

,,jobb” indult fejlédésnek. Azota a torzulds
magatol terjedt. Elérkezve abba az allapotba,
amelyben most van, igy is folytatodik. Ha bar-
mely tjfajta virus, vagy él6 dolog kés&bbi ids-
pontban keletkezik, csak ugy tud fennmaradni
ha a mar meglevs él6 anyagokkal ,,taplalkoz-
hat”. Azaz magénak is ugyanilyen fajta anyag-
501 kell lennie.

A jobb oldalas molekuldk szamanak meg-
maradasara nincs térvény. Miutdn mar egy-
szer igy indult el az élet, az csak fenntarthatja
a jobb oldalas molekuldk szaméanak ndveke-
dését. Ily modon tehdt az a feltevés, hogy az
€letjelenségek megsértik a fizikai torvények
szimmetridjit nem igaz, s6t ellenkezéleg: az
el6zékben elmondottak is a természet egye-
temességérdl és a Foldon levé minden 616
anyag végs6 koz0s eredetérdl tantiskodnak.

52.5 Polaris és axidlvektorok

Menjiink most tovabb. Megfigyelhetjiik,
hogy a fizikdban egész sor helyen szerepelnek
Jjobbkéz- és balkéz-szabalyok. Ténylegesen,

".amikor a vektoranalizisrél tanultunk, meg-

ismertiik a jobbkéz-szabalyt, amelynek segit-
ségével helyesen kaphatjuk meg az impulzus-
momentumot, a forgatényomatékot, a még-
neses teret stb. Valamely mdégneses térben
mozgd toltésre hatd erd példaul: F = gy XB.
Felmeriil a kovetkez6 kérdés: adott koriil-
mények k6zott, amikor ismerjiik F, v és B
mennyiségeket, vajon nem elégséges-e ez az
egyenlet a ,,jobb” definidldsara? Ténylegesen,
ha visszatekintiink, és megnézziik, honnan is
szarmaznak a vektorok, akkor azt latjuk,
hogy a jobbkéz-szabaly pusztdn megallapodas
kérdése. Az impulzusmomentum, szSgsebes-
ség stb. hasonié mennyiségek voltak. Vala-
milyen médon azonban mindegyik kapcsolat-
ban van egy adott sikkal és igy — a tér hirom
dimenzidja miatt — kapcsolatba hozhatok
egy irdnnyal, amely az adott sikra mer&leges.
Mi a két lehetséges irdny koziil a ,,jobb”-ot

D) Q

52.2 dbra. Térbeii szakasz és tiikorképe

valasztjuk ki. Ha valamilyen démon beosonna
az Osszes fizikai laboratériumba, gondolata--
inkba, valamint az &sszes kdnyvbe, és ahol
csak jobbkézszabaly taldlhatd; a ,,jobb” szét
mindeniitt ,bal”-lal helyettesitené, akkor
mindannyian egységesen ,,balkéz-szabalyt”
hasznédlnank. Ha a fizika tétvényei valdban®
szimmetrikusak, semmilyen kiilonbséget sem
szabadna észrevenniink. :

Mutassuk be ezt egy példan! Kétfajta vek-
tor létezik. Vannak ,,rendes” vektorok, mint
példaul egy térbeli Ar tavolsagdarab (52.2
4bra). Berendezésiinknek tiikrézott meg-
felel&jében is megtaldlhatjuk a vilasztott pon-
tokat, és ha a tiikérképen is egy vektort huizunk
kozottik, azt latjuk, hogy az egyik vektor
tiikorképe lesz a mésiknak (52.2 4bra). A vek-
tor megvaltoztatja irdnyitasat, épplgy mint
ahogyan az egész tér is ,.kiforditja belsejét”.
Az ilyen vektorokat poldris vektoroknak
nevezziik.

A vektorok masik, forgatasokkal kapcsola-
tos fajtijanak azomban teljesen mds a ter-
mészete. Tételezziik fel példaul, hogy egy test
térbeli forgast végez (52.3 4bra). Ha tiikdrbsl
néziink a forgd targyra, a forgis az eredeti
forgas titkorképeként latszik. A ,tikorforgas”
reprezentdldsira ugyanazt a szabalyt alkal-
mazzuk, mint amiben mér koribban meg-
allapodtunk: egy ,,vektor”, amely — a polar-
vektorral ellentéiben — tiikrozés esetén nem
véltozik, hanem a polarvektorhoz és a tér geo-
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52.3 abra. Forgd kerék és tiikorképe

Figyeljik meg, hogy a ,,szdgsebesség-vektor” irdnyat nem
véltoztatja meg!




metridjahoz képest forditott irdnyitasu. Az -

ilyen vektorokat axidlvektoroknak nevezziik.

Ha a tlikrdzési szimmetria tdrvénye helyes,
akkor az egyenleteknek olyan alakuaknak kell
lenniiik, hogy ha minden egyes axidlvektor,
minden egyes vektorszorzat clSjelét megval-
toztatjuk (ami a tiikkrozésnek felel meg), az
egyenléség fenndll. Az impulzusmomentumra
vonatkozé N = rX p képlet leirasakor példaul
minden rendben van, mivel ha balsodrasi
koordindtarendszerre tériink 4t, megvaltoz-
tatjuk N elGjelét, de p és r nem vdltozik.
A vektorszorzat elGjele ugyanis megvaltozik,
mivel a jobbkézszabalyt balkézszabéllyal kell
helyettesiteniink.

Vegylink egy maésik példat. Ismeretes, hogy
valamely mégneses térben mozgd toltésre
F = 4vXB er§ hat, de ha egy jobbsodrasu
koordinatarendszerrél. egy balsodrasura té-

riink 4t, mivel — mint ismeretes — F és v pola- )

tis vektorok, a vektorszorzat altal megkéve-
telt eljelvaltozast kompenzalnia kell B el&jel-
véltozdsdnak, amely azt jelenti, hogy B-nek
axidlvektornak kell lennie. M4s szavakkal,
ilyen tiikrozés esetén, B-nek —B-be kell at-
mennie. Ha tehdt jobbsodrasurdl balsodrisura
valtoztatjuk koordinitarendszeriinket, egy-
idejlileg a magnespolusokat is északirdl délire
kell megvaltoztatnunk.

Vizsgaljuk meg egy konkrét esetben, hogy
is adddik ez. Tételezziik fel, hogy van két, az
52.4 &brén lathatd mdgnesiink. Legyen az
egyik magnes tekercselése és a benne folyd
aram irdnya valamely adott médon rogzitett.
A madsik magnes legyen az elsének tiikorképe
— tekercseiése tehdt mas irdnyitdsu lesz. Min-
den ami a tekercs belsejében torténik, tokéle-
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52.4 dbra. Elektromdgnes és tiikorképe
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tesen forditott irdnyban megy végbe; ugy

ahogy azt az dbran feltiintettiik. A magneses

terek keltésére vonatkozd tdrvények alapjan ™~

az adédik, hogy a mégneses terek olvan ird-
nyuak, mint ahogyan azok az dbran lathatdk.
Ahol az egyik mdgnesnél a déli pdius van, ott
van a mésiknal — mivel ennél 2z dram masik
irdnyban folyik — az északi pélus, és a még-
neses tér forditott. Lathato tehat, hogy amikor
jobbsodrasu rendszerrdl balsodrastra tériink
at, az északi polust ténylegesen déli pdlusra
kell atvaltoztatnunk!

A polusok felcserélése azonban még semmit

sem jelent: az',,északi pélus” & ,,déli pdlus” =~~~
o

elnevezések pusztdn csak konvencidk. Beszéi-
jlink inkabb magardi a jelenségrsl. Tételezziik
fel, hogy az elektron a magneses térben a papir
sikjara merdleges irdnyban, t6liink eltdvolodva

- halad keresztiil. Ekkor, ha felhaszndljuk az

erére vonatkozé vXB képletet (ne feledkez-
ziink meg arrdl, hogy az elektron t5itése nega-
tivl), azt taldljuk, hogy —e fizikai tSrvények-
nek megfelelden — az elektron a megjelsit
irdnyban, Utjabol kizéril. S ez a ényeg, ez @
fizika!

Most végezziik el ugyanazt a kisérictet a
tiikrozGtt magnessel, kiildjiink elekiront a
magneses téren keresztiil a megfelels irdnyban.
Az elektronra ekkor forditott irdnyd erd hat.
Az er6t ugyanazon tdrvény alapjin szdmolva,
a helyes eredményt kapjuk: a mozgds ugyanis
az el6z6nek tiikkorképe lesz!

52.6 Melyik is a jobb kéz?

Erdekes tény, hogy barmely jelenség vizs-
gdlata sordn mindig létezik két (ill. Altaldban
péaros szidmu) jobbkéz-szabaly, és végered-
ményben a jelenségek mindig szimmetrikus-
nak latszanak. Ezért van az, hogy nem va-
gyunk képesek megkiilonboztetni az északi
polust a délit6l, és ugyanigy nem tudjuk meg-
kiilonboztetni a ,,jobb”-ot sem a ,,bal”-tol.
Ugy tlinhet azonban, hogy valamely mégnes
€szaki polusit mégiscsak meg tudjuk hatdrozni.
Egy iranytii északi polusa olyan valami pél-
ddul, amely Eszak felé mutat. Terrnészetesen
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azonban ez ismét csak helyi tulajdonsag,
amely a Fold geografidjival kapcsolatos, tehat
nem lényeges. Valdszintileg mindannyian meg-
figyelték mdr, hogy az irdnytiik északi vége
valamilyen kékes szinfire van befestve. Mindez
azonban megdllapodds dolga. Ha a mégnes-
nek olyan tulajdonsdga volna, hogy elég ala-
posan megvizsgilva pl. ,,szakallt” latnank
n6ni az északi péluson, de a délin nem, és ez
dltaldnos szabaly lenne, azaz ha a magnes
északi pélusdnak a délits] vald megkiilénbdz-
tetésére valamilyen egyediilallé méd 4llna ren-
delkezésre, akkor meg tudnink mondani,
hogy a két lehetséges eset koziil melyikkel is
allunk szemben. Ez egyuttal azt is jelentené,
hogy a tikrozési szimmetria torvénye nem érvé-
nyes.

Hogy az egész problémat még viligosabban
illusztréljuk, képzeljiik el, hogy egy ,,mars-
laké6val” vagy valamilyen mads, igen tavol levé
személlyel beszélgetiink radion, akinek sem-
milyen f6ldi dolog mint4jat nem tudjuk elkiil-
deni, hogy azt megvizsgdlja. Ha példaul el
tudnédnk juttatni hozza egy fénynyaldbot azt
mondhatnénk: ,,Ez jobbra polarizlt fény —
figyeld meg a polarizici6 forgisanak az ira-
nyat”. Elkiildeni azonban nem tudunk neki
semmit, csak beszélni tudunk vele! Partneriink
ugyanis nagyon-nagyon tivcl van, valamely
ismeretlen vildgban, s semmi olyat nem l4that,
amit mi ldtunk. Nem mondhatunk példdul
neki ilyesmit: ,,Nézz a Nagy Medvére; latod,
hogyan rendez8drek el a csillagképet alkotd
csillagok. ,,Jobb” fogalman azt értjuk,
hogy...” Csak radi6 segitségével beszélhe-
tink partnertinkkel.

Tételezziik fel, hogy szeretnénk neki min-
dent elmesélni magunkrél. Ezt eldszor is a
szdmok definidldsaval célszerti kezdentink, és
azt mondjuk: ,,Tik, tik, kers, tik, tik, tik,
fmrom...”. Ilyen mddszerre]l szavakat &s
fogalmakat is meg tudunk értetni vele. Bizo-
nyos id§ elteltével, amikor mér jél megismer-
tilk baratunkat, tételezziik fel, hogy a k&vet-
kez8t kérdezi: ,,Hogyan néztek ki?” Erre igy
kezdenénk személyleirdsunkat: ,,1,75 m ma-
gasak vagyunk”. , Varj egy kicsit” — mon-
dand 6 —, ,mi az az 1,75 m?” Vajon meg

lehet-e magyardzni neki, hogy mit jelent ez?
Természetesen meg! Azt mondjuk ugyanis:
»A hidrogénatom 4tmérsjét ismered, nos hat
a magassagunk 17-10%-szerese a hidrogén-
atom atmérSjének! Ez lehetséges, meg tudjuk
hatirozni testmagassigunkat, le tudjuk irni
alakunkat; elmesélhetjiik neki, hogy végtag-
jaink vannak, végeiken 6t ,nydivannyal” stb.
Leirds alapjén ismer&siink taldin még modellt
is készit rolunk és azt mondja: ,,Ejha, egész
csinos fickdk lehettek. De mi van a bels6tok-
ben?” Erre elmondandnk belsS szerveink md-
kodését, alakjat, s a szivhez érve igy szélndnk:
.»Most helyezd el a szivet a mell bal oldalaba!”
Mire 6 elcsoddlkozva azt mondja: ,,Hova,
hova? A bal oldalba? Mi az?”” Hogyan k5z6l-
hetnénk tehdt vele, hogy melyik a bal oldat
ilyen lehet8ségek kozott, anélkiil, hogy valaha
is kiildtiink volna neki valamit, ami lehetdvé
tette volna szamara megallapitani, hol is van
tulajdonképpen a bal oldal?

52.7 A paritéds nem marad meg!

A gravitacios torvények, az elektromossag
€s a magnesség t6rvényei, a mager8k mind ki-
elégitik a tiikrozési szimmetria elvét, tehat
sem ezek a torvények, sem a belbliik levezet-
het& Osszefliggések erre nem alkalmasak! Fel-
fedeztek azonban egy jelenséget a természet-
ben, amely sok részecske részvételével zajlik
le, és amelyet béia- vagy gyenge bomldsnak
neveznek. A gyenge bomldsok egy 1954-ben
felfedezett részecskével kapcsolatos jelensége
furcsa taldnyt vetett fel. Volt egy hirom
7-mezonra bomlé tsltdtt részecske, amit az
52.5 dbra vazol. A részecskét kezdetben bizo-
nyos ideig 7-mezonnak nevezték. Ugyanezen
az 4bran egy masik részecske is lathatd, amely
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" két w-mezonra bomlik. A’ t6ltésmegmaradas
torvénye miatt az egyik z-mezonnak semleges-
nek kell lennie. Ezt a részecskét #-mezonnak
nevezték. Volt tehdt egy hdrom smz-mezonra
bomlé 7- és egy kétz-mezonra bomld #-mezo-
nunk. Nemsokira azonban azt is felfedezték,
hogy a 7- és a P-részecske témege csaknem
egyenl$; pontosabban a két tdmeg a kisérleti
hiban beliil egyenls. Ezen kiviil azt is meg-
allapitottak, hogy a két részecske bomlasi
ideje is csaknem pontosan azonos, tovabba,
hogy ezek a részecskék béarmely reakcidban
mindig ugyanolyan arinyban keletkeznek,
‘mondjuk 14%;-ban 7- és 86%/-ban J-részecske
jon létre.

Birki jézan ésszel nyomban felismeri, hogy
ezeknek ugyanazon részecskéknek kell len-
nitik, s nem két kiillonbdzd részecske keletke-
zik, hanem csak egy, amelynek kétfajta bom-
1asi modja van. Ezért ennek a kétfajta médon
-elbomlani tudd részecskének ugyanaz az élet-
tartama, és ugyanaz a keletkezési ardnya (ez a
mennyiség ugyanis egyszerfien a kéifajta bom-
J4si mod ardnyaval egyenld).

A kvantummechanikai tiikrézési szimmet-
ria elvének segitségével be tudtik azonban
bizonyitani (hogy milyen mddon, sajnos most
nem tudjuk megmagyardzni), hogy a kétfajta
bomldsnak lehetetlen egy és ugyanazon ré-
szecskét8l szarmaznia — egy részecske nem
képes kétfajta médon elbomlani. A tiikrozési
szimmetria elvének megfeleld megmaradasi
térvénynek nincs klasszikus fizikai megfele-
16je. Ezt a specifikus kvantummechanikai
‘megmaraddsi torvényt paritdsmegmaraddsnak
nevezték. A paritdsmegmaradas egyik ered-
ménye vagy pontosabban a gyenge bomldsok
kvantummechanikai egyenleteinek tiikrézés-
'se] szemben mutatott szimmetridjabol kovet-
kezik, hogy egy és ugyanazon részecske nem
képes kétfajta médon elbomlani, tgyhogy itt
valamilyen furcsa tGmeg, élettartam stb.
mennyiségek véletlen egybeeséséve! taldlko-
zunk. Mennél jobban vizsgiltdk azonban ezt
2 jelenséget, annal furcsabbnak tfint az egybe-
-€sés, s fokozatosan erBstdsit az a gyand,
hogy a természet tiikrdzési szimmetridjanak
alapvetd térvénye feltehetBen nem igaz.

A FIZIKAI TORVENYEK SZIMMETRIAX

Lee és Yang mds rokonbomlasokkal elvég-
zendd kisérleteket javasoltak annak eldonté-

sére, vajon ezekben az esetekben a paritismeg- =

maradéas torvénye helyes marad-e? Az elsg
ilyen kisérletet Wu kisasszony végezte el a
Columbia egyetemen a kévetkezOképpen: a
kobaitnak, amely méigneses anyag, van egy
izotépja, amely elektronkibocsatdssal bomlik.
Ennek az anyagnak az atomi ,,mégnesei”
nagyon ers magneses térben, igen alacsony
homérséklet esetén (hogy a hérezgések ne
nagyon tudjak mozgatni &ket) ,,bedllnak” a
magneses tér irdnydba. A kobaltatomok ebben
az er8s térben ily modon, mindannyian egy-
irdnyban Ailnak. Fzutdn elekironokat ki-
bocsétva elbomlanak. Wu és munkatérsai azt
talaltdk, hogy amikor az atomok mind beall-
tak a tér felfelé mutat6 B vektordnak irdnyaba,
a legtobb elekiron lefelé repiilt ki.

Ha valaki nem nagyon jaratos a fizika vi-
lagiban, annak egy ilyen megjegyzés nem
sokat jelent. Akit azonban izgatnak a termé-
szet titkai, latja, hogy ez korunk egyik leg-
dradmaibb -felfedezése: amikor kobaltatomo-
kat extrém erds mégneses térbe helyeziink,
t6bb bomlasi elektron megy lefele, mint fel-
fele. Ha elvégeznénk a megfelel§ , tiikrozott
kisérletet”, amelyben a kobaltatomok ellen-
tétes irdnyba éllnanak be, akkor az elektronok
felfelé és nem lefelé bocsatédnanak ki; a szim-
metria eltiinne.

Ime, a mdgnesnek szakdlla nétt! Valamely
mdgnes déli pélusa tehat olyan, hogy a f-bom-.
l4sbél szdrmazo elektronok inkabb eliranyul-
nak t&le, mint az északitdl; azaz fizikai lehets-
ség nyilt arra, hogy a déli polust megkiilon-
boztessiik az északitol.

Ezutan sok mis kisérletet is végeztek: meg-
vizsgaltak az-mezon y-mezonra és neutrindra,
a u-mezonnak elektronra és két neutrinéra,
a A-hiperonnak protonra és s-mezonra valé
bomlasét, a Z-hiperonok bomlésat és sok mas
bomlast. Csaknem mindazon esetben, ahol
varni lebetett, azt taldltdk, hogy a tiikrozési
szimmetria elve nem érvényesiil! A titkrdzési
szimmetria torvénye, tehét a fizikdban — ezen
a szinten — alapvet8en helytelen.

Roviden szodlva, kozmoszbeli ismer8siink-
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nek igenis meg tudjuk mondani, hova kell a
szivet helyeznie! Azt mondjuk ugyanis neki:
,,Figyelj ide! Készits mégnest, tegyél ra teker-
cset, és bocsdss aramot keresztiil rajta. Ezutan
végy bizonyos mennyiségli kobaltot és hfitsd

le igen alacsony hémérsékietre. A berendezést
4llitsd be ugy, hogy az elektronok a mi model-
liink 140461 a feje felé mutatd irdnyba halad-
janak, ekkor a tekercsen atfolyd dram irdnya
megmondja neked, hogy melyik oldalt nevez-
ziik mi iobbnak és melyiket balnak.”

A kutatdk egész sor mas tulajdonsdgot is
megjoscltak. Kideriilt példaul, hogy a kobalt-
] (impulzusmomentuma) a bomlés
sységekben Ot egységnyi, mig bomlés
utdn négy. Ennek a hidnyzé impuizusmomen-
tumnak a felét elviszi az elektron, a masik felét
— a neutrino! Nem nehéz belatni, hogy az
elektron spinjének az elektronmozgésiranyaba
kell mutainia, hasonléképpen a neutrino spin-
jének szintén a sajat mozgasiranyaba. Ugy
tlint tehit, mintha az elektron jobbrdl-balra
porogne. Ezt szintén igazoltdk, mégpedig épp
Caltechen. Boehm és Wapstra kisérletileg be-
bizonyitotiik, hogy az elektron valdban f6leg
balra forog. (Mésok tobb, ennek ellentmondé
kisérletzt is végeztek, de ezek rosszaknak bizo-
nyultak!)

A kéveikezd feladat a paritdssértés torvé-
nyének a megtaldldsa volt. Van-e valamilyen
szabaly, amely megmondja, hogy ennek mi-
lven er&snek kell lennie? Van, s ez a kovet-
kez$: a paritaismegmaradas torvénye csak a
nagyon lassu, gyenge bomldsoknak nevezett
reakci¢kban sériil meg, s ekkor a szabaly az,
hogy a spinnel rendelkezd részecskék, mint
az elektron, neutrino stb. ttilnyomorészt balra
forogva bocsatodnak ki. Ez mintha az el6bb
emlitett ,,torzitds” térvénye lenne: Osszekap-
csolja a sebesség polaris vektorat az impulzus-
momentum axidlvektoraval, és azt mondja ki,
hogy az impulzusmomentum vektora sokkal
valdsziniibben mutat a sebességvektor irdnya-
val eilenksz8, mint azzal megegyezd iranyba.

Nos hat ez a torvény! Valéjaban ma még
nem értjiik a ,,miértjeit” és ,;azértjeit”. Miért

éppen ¢z a helyes térvény, mi az alapvet6 oka
és milyen kapcsolatban van mas jelenségek-
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kel? A természet aszimmetrikus volta annyira
meglepd, hogy-nem is tudtunk hozzdszokni a
gondolathoz, és nem is érijiik az Gsszes tdbbi
szabdlyra vonatkozo jelent8ségét. A probléma
azonban érdekes, modern és megoldatlan,
ezért most latszik a legalkalmasabbnak, hogy
néhany vele kapcsolatos kérdést megtargyal-
junk.

52.8 Antianyag

Miutén latjuk, hogy egy szimmetria meg-
sériil, az eis6 teenddnk az, hogy nyomban
visszalapozzunk, és attekintsiik az ismert vagy
feltételezett szimmetridk tablazatat és meg-
nézziik, vajon megsériilhet-e valamely mds
szimmetria is. A tablazatban feltiintetett mii-
veletek koziill még nem emlitettiink egyet,
pedig kérdésiink elsésorban erre vonatkozik,
s ez az anyag €s az antianyag kozOtti 6sszefiig-
gés. Dirac megjosolta, hogy az elektronon ki-
viil egy masik részecskének, a pozitronnak is
1éteznie kell (amelyet a Caltechen Anderson
fedezett fel), amely sziikségképpen az elekt-
ronnal kapcsolatos. A két részecske Osszes
tulajdonsdga bizonyos korrespodencia sza-
balyoknak tesz eleget, az energidk €s a tome-
gek egyenl8k, a toltések ellentétesek, de mind-
egyiknél fontosabb, hogy ha egymassal Ossze-
litkéznek, megsemmisithetik egymast (anni
hilalodnak) és Ossztomegiik energia — mond-
juk 7y-sugarak forméajaban — felszabadul.
A vpozitront az elektron antirészecskéjének
nevezik, és a felsorolt tulajdonsagok valamely
részecskének és antirészecskéjének a jellegze-
tességei. Dirac megfontolasaibdl nyilvanvald,
hogy a vilag Osszes tobbi részecskéjének is kell,
hogy antirészecskéje legyen. Példaul, a pro-
tonnak antiprotonja van, amelyet p-sal szim-
bolizalunk. A p-nak negativ elektromos tolté-
slinek és ugyanakkora tomeglinek kell lennie,
mint a protonnak stb. A legfoniosabd iulaj-
donsag azonban az, hogy ha a proton és az
antiproton Osszelitkdznek, megsemmisithetik
egymast. Bzt azért hangsulyozzuk, mert sokan
nem értik meg a kovetkezd kijelentésiinket:
létezik a neutron antirészecskéje — az anti-
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neutron — is." Azt mondhatjék: ,,A neutron
semleges, hogyan lehet akkor ellentétes tol-
tése?” Az ,;anti”’-szabaly nem jelenti feltétle-
niil azt, hogy a részecskéknek ellentétes tolté-
siik van, hanem azt, hogy egész sor olyan
tulajdonsdga, amelyek koziil néhiny ellen-
tétessé valik. Az antineutront a kévetkezSkép-
pen lehet a neutront6l megkiilénbdztetni: ha
két neutron Osszeiitkozik, az iitkozés utdn is
megmarad a két neutron, de ha egy neutron
antineutronnal iitkézik, akkor megsemmisitik
egymdst, mikdzben nagy mennyiségli energia
szabadul fel és kiilonbdz6 w-mezonok, y-kvan-
tumok keletkeznek.

Ha antineutronok, antiprctonok és anti-
elektronok léteznek, akkor elvben antiatomo-
kat is létre lehet hozni. Ezt ugyan eddig még
nem csindltak*, de elvben lehetséges. Példaul,
egy hidrogénatom kézepén egy proton helyez-
kedik el, koriilotte pedig egy elektron kering.
Képzeljiik most el, hogy egy antiprotont ho-
zunk Iétre egy koriildtte keringé pozitronnal.
Kérdés: vajon fog-e ez keringeni? Természete-
sen, mivel — az antiproton elektromosan
negativ, az antielektron viszont elektromosan
pozitiv, ugyhogy a proton—elektron esetnek
megfelel6 mddon fogjdk egymast vonzani — a
tomegek ugyanazok. A fizika szimmetridinak
egyik alapelve éppen ebben 4ll: az egyenletek
lathatéan azt mutatjik, hogy ha lenne, mond-
juk egy rendes anyagbol késziilt 6ra, és egy
ugyanolyan, de antianyagbdl késziilt mésik
Ora, akkor azok teljesen egyforman jarnanak.
(Ha a két Orat Ssszeérintenénk, természetesen
megsemmisitenék egymadst; ez azonban mar
egy teljesen mas kérdés.)

Nyomban felvetddik a kovetkezd kérdés:
rendes anyagbdl is készithetiink 6rit — egy
»jobbost” és egy ,balost”. Példaul készit-
hetiink valamilyen szerkezetet, amelyik kobal-
tot, mdagneseket és elektrondetektort tartal-
maz, amely jelzi és szdmolja a S-bomldsbol
szarmazd elektronokat. Mindannyiszor, ami-

*“A konyv megirdsa 6ta azonban a hidrogén két
antiizotépjdt — az antidentériumot és az anti-
?riciumot — madr létrehoztak. (Megjegyzés a szov-
jet kiadasbal.)

kor a berendezés egy elektront regisztral, a
mdsodpercmutatd tovibb mozog. Mivel a
tiikdrkép-ora kevesebb elektront kap, nem jar
majd ugyanolyan sebességgel. Igy nyilvan-
valdéan tudunk késziteni két 6rat gy, hogy a
,»balos” Ora ne egyezzen meg a ,,jobbos’-sal.
Készitsiink tehdt normal anyagbdl egy orat,
amelyet standard, vagy ,,jobbos’’ érdnak ne-
veziink, és készitsink ugyanilyen anyagbol
egy ,,balos” o6rat is. Altaldban, mint ezt épp
az el6bb allapitottuk meg, a két 6ra nem fog
egyformdn jarni; az emlitett hires fizikai fel-
fedezés el6tt viszont azt gondoltak, hogy igen.
Azt is feltételezték, hogy az anyag és az anti-
anyag szintén egyenértékii. Azaz, ha antianyag-
bdl, a rendes anyagbdl késziilt ,,jobbos” dra-
val megegyez6 alaku ,,jobbos’ drat készite-
nénk, akkor a két 6ra egyformén jarna. Ha
pedig ,,balos” orat készitenénk, akkor az a
,,balos” rendes anyagbol késziilt 6raval jarna
egyforman. Kezdetben tehat azt gondoltik,
hogy mind a négy Ora egyforman miikodik
majd. Ma mdr természetesen tudjuk, hogy a
normél anyagbdl késziilt ,,jobbos” és ;,balos”
ora nem ugyanaz és feltehet6en ezért az anti-
anyagbol készitett ,,jobbos” és ,,balos” 6ra
ugyancsak nem az.

Ezek utan nyilvanvaléan adédik az a kér-
dés, hogy melyik érapar — ha egyaltaldn van’
ilyen — jar egyforman? S-bomlasi kisérletek,
amelyekben pozitronok vannak elektronok
helyett, arra utalnak, hogy a kapcsolat éppen
a kovetkez6: a ,,jobbos” anyag pontosan
ugyanugy viselkedik, mint a ,,balos” anti-
anyag.

Azért végs6 soron a jobb-bal szimmetria
ténylegesen tovabbra is fennall! Ha egy ,,ba-
los™ Orat készitiink, de anyag helyett anti-
anyagbdl, akkor ugyanugy jar, mint a rendes
anyagbol késziilt ,,jobbos” 6ra. Lényegében
tehat ahelyett, hogy két fiiggetlen szabdalyt
tliintetnénk fel a szimmetriatabldzatunkban,
egy Uj kombindlt szabalyt kapunk, amely azt
mondja ki, hogy a ,,jobbos’’ anyag szimmetri-
kus a ,,balos” antianyaggal.

Ily moédon, ha kozmoszbeli ismer8siink
antianyagbdl lenne, és mi tanacsokat kozol-
nénk vele ,,jobbos’’ modelliink elkészitéséhez,
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akkor 6 magatél értetédéen mindent forditva
készitene! Kérdés, mi lenne, ha a sok-sok
{izenetvaltds utdn mi, és tavoli baratunk azt
gondolnank, hogy {irhajot épitiink, és talal-
kozunk -valahol- féliton -a - vilaglirben? Ter-
mészetesen, miutdn mAar egymast elbzetesen
kioktattuk szokésainkrél stb. egymas felé
sietnénk, hogy kezet rdzzunk. De ha & abal
kezét nyujtana felénk — nagyon kellene vi-
gyaznunk I*

52.9 Sértett szimmetriak

Most attériink arra a kérdésre, hogy hogy
vélekedjiink azokrol a torvényekr6l, amelyek
csak kozelitéleg szimmetrikusak? A csodala-
tos dolog, hogy a legfontosabb ,,er8s” fizikai
jelenségek széles tartomanyaban, tovabbad a
,.gyengékében”, mint pl. a gravitacio, e jelen-
ségekre vonatkoz6 Osszes torvény szimmetri-
kusnak bizonyul. Mdsrészrdl azonban egy kis
gyengécske effektus ezt tagadja, és azt mondja:
,,Nem, nem minden térvény szimmetrikus!”
De hogyan lehet az, hogy a természet csaknem
teljesen, de azért mégsem tokéletesen szim-
metrikus? Mit lehet ezzel tenni? Eloszor is
nézziik meg, létezik-e mas hasonld természetii
példa? Igen, méghozza nem is egy. Példaul a
proton-proton, a neutron-neutron és a neut-
ron-proton kozotti erd nukledris része tokéle-
tesen azonos. Ez egy ujfajta szimmetria — a
magerék szimmetridja: mag-kdlcsonhatésok-
ban a proton és a neutron egymdst teljesen
helyettesithetik. Nyilvinval6 azonban, hogy ez
nem 4altalanos szimmetria, hiszen két proton
koézott bizonyos tavolsagon elektromos taszi-
tas 1ép fel, ami neutronok kozott nem létezik.

* Ma mar tudjuk, hogy a ,,jobbos” anyag és a
_,balos” antianyag kodzodit nem minden esetben dil
fenn szimmetria. A kombindlt szimmetria szintén
csak kozelité szimmetridnak bizonyult. Ma még
nem tudjuk, hogyanés miért torténik ezigy, egyen-
16re csak feltevéseink vannak. Teljesen lehetséges
azonban az, hogy amikorra tavoli baratunkkal
taldlkoznank, addigra mar kiderithetnénk, vajon
olyan anyagbél valé-e, mint mi, vagy antianyag-
bol. (Megjegyzés a szovjet kiadasbol.)

Ezért 4ltaldban nem érvényes az, hogy a pro-
ton mindig helyettesithets neutronnal; ez csak
egy jo kozelités. Miért jé ? Azért, mert a mag-
erdk sokkal erésebbek az elektromos eréknél!
Ez tehat szintén ,,kozelit6” szimmetria. Ha-
soni6 példak vannak mds teriileteken is.

Gondolkodasunk mindig hajlik arra, hogy
a szimmetriat tokéletesnek tekintsiik. Ez em-
lékeztet a gorogoknek a kor tokéletességérél
valé elképezésére. Szamukra val6sdggal szor-
nyiinek tint az az elképzelés, hogy bolygok
palyéi esetleg nem kor alakuak, hanem csak
,,majdnem” korok.

Egy kor és egy kozelitd kor kozotti kiilonb-
ség azonban nem csekély, hanem — legaldb-
bis, ami a gondolkodast illeti — 1ényegbevago.
A tokéletességet és a szimmetriat mintegy a
kor jelképezi, s abban a pillanatban, ahogy a
kor a legesekélyebb mértékben is deformalo-
dik, vége a szimmetridnak és a tokéletesség-
nek. Megkérdezhetjilk azonban, hogy a boly-
g6k palyai miért csak kdzelitdleg korok? Ez
mar nehezebb kérdés! A bolygok valodi pa-
lyajanak — 4ltaldban — ellipszisnek kell len-
piiik, de az évmilliok alatt a dagilyt kelté
er6k stb. miatt csaknem szimmetrikussa ala-
kultak. Csak az a kérdés, vajon esetiinkben is
hasonlé-e a probléma? Ha a bolygopalyak
tokéletesen kor alakuak lennének, akkor sem-
mit sem kellene megmagyardzni — a dolog
egyszerfi lenne. Mivel azonban ezek csak koze-
litsleg korok, egy sor kérdés magyardzatra
szorul. A probléma nagy dinamikai feladattd
alakul at, u. i. azt kell megmagyardzni, hogy
a palyak miért valnak kozelitéleg szimmetri-
kussa a dagalyt keltd erdk stb. hatdsara.

Célunk tehat annak megmagyarazasa, hon-
nan szdrmazik a szimmetria? Miért csak
kozelitéleg szimmetrikus a természet? Senki-
nek sincs ezekrdl a kérdésekrél halvany fo-
galma sem. Az egyetlen dolog, amelyet e prob-
1émankkal kapcsolatban javasolni tudunk a
kovetkez6é: Japan Neiko varosdban van egy
kapu, amelyet a japanok az orszag legszebb
kapujanak tartanak. Fzt abban az id6ben
épitették, amikor a kinai miivészet nagy be-
folyést gyakorolt a japan miivészetre. A kapu
rendkiviil kidolgozott, oromzatok, gyonydr
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hercegek pillérekbe vésett alakjai lathatdk

e ———-Tajta. -Ha azonban valaki figyelmesen meg-

vizsgalja, azt latja, hogy az egyik pillér ‘men-
tén a finom és bonyolult diszek kozétt néhany
kis diszitéelem forditva van kifaragva, kiilon-
ben a diszités teljesen szimmetrikus, Ha valaki
megkérdezi, miért van ez igy, valaszként a ha-
gyomdnyt idézik: azért van az a néhany di-
szit6eiem fordityva kifaragva, nehogy az iste-

- faragésok;-nagyszama -oszlop;-sarkényfej s

A FIZIKAI TORVENYEK SZIMMETRIAI

-nek feltékenyek legyenek az ember tokéletes- ]

ségére. A hibdkat tehat céltudatosan csinal-
tdk, nehogy-kihivjdk az emberi- Iényekre az
istenek féltékenységét és haragjat.

Mi szeretnénk megforditani ezt.a gondola-
tot, & azt mondjuk, hogy a természet kozelits
szimmetridjanak az igazi magyardzata a ko-
vetkez6: a természeti térvények csak kozeli-
t8en szimmetrikusak, nehogy féltékenyek le-
gylink a természet tokéietességére!

39. fejezet

39.11dedlis gaz adiabatikus sszenyomdsa folya-
mén:-pV* = konst. (39.14 egyenlet).. Masrészrdl
ismeretes, hogy birmely feltétel mellett igaz a
PV/T = konst. sszefliggés. Ezeket az Gsszefiiggé-
seket felhasznalva vezessiik le, hogy adiabatikus
Osszenyomads esetén p és 7T, valamint ¥ és T milyen

kapcsolatban vannak.

39.2 Egy kerékpargumi belsejében 20 °C (293 K)
hoémérséklet és 1 bar nyomés van. Egy pumpa
segitségével felpumpdjuk a gumit, amelyben ekkor
3,5 bar nyomds lesz. Ha » értéke levegére 1,40,
mekkora lesz a levegd hémérséklete, amikor az a
pumpébél kidramlik? A pumpa faldnak atadott
héveszteségek elhanyagolhatok.

39.3 Két azonos méretii tartaly félig hélium-
gézzal van megtdltve, a tartilyok masik felében
viszont légiires tér van. Az egyes tartdlyokban a

Kezdeti 4llapot Végillapot

két féltért dugattytk valasztjak el, amelyekben kis
zérécsap van (lasd az 4brat). Két kisérletet vég-
ziink el:

a) Kinyitjuk. az egyik tartdly dugattydjinak
csapjat, igy a gdz a masik oldalra is beéra-
molhat. Ez addig tart, amig csak ki nem ala-
kul az egyensuly. A dugattyit ekkor nagyon
lassan a tartaly egyik végébe toljuk.

b) A misik tartdly dugattydjat nagyon lassan
a tartdly légiires vége felé toijuk, s ezutan
nyitjuk ki a csapot.

11 Mai fizika 4. két.
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Hasonlitsuk Gssze a két tartélyban levs géz vég-
allapotait. (Hanyagoljuk el a héveszteségeket és a
surlodést.) '

39.4 a) Képzeljink el valamely fliggSleges géz-
vagy folyadékoszlopot, amelynek siirlisége a
magassiggal valtozik. Mutassuk meg, hogy
a nyomds mint a magassig filggvénye a
dp/dh = —o(h)g alakt differencidlegyenle-
tet koveti.

b) Oldjuk meg ezt a differencidlegyenletet
M moléris tomegli gdzatmoszféra esetére,
amelyben a hdémérséklet  fiiggvényében
allando.

39.5 Azt az atmoszférat, amelyben a nyomas és

a slirliség a magassag fliiggvényében eleget tesz a
po~* = konst. Ssszefiiggésnek, adiabatikus atmosz-
féranak nevezik.

a) Mutassuk meg, hogy egy ilyen atmoszféra
hémérséklete a magassdggal linearisan csok-
ken, és hatirozzuk meg az ardnyossigi té-
nyezSt. Ezt a hémérsékleti gradienst adiaba-
tikus léghdmérsékleti gradiensnek nevezik.
Széamitsuk ki értékét a foldi atmoszférara
vonatkozoan.

b) Az energidval kapcsolatos meggondoléso-
kon alapul6 érveléssel mutassuk meg, hogy
az adiabatikus léghémérsékleti gradiensnél
kisebb, ill. nagyobb hémérsékleti gradienssel
rendelkez6 atmoszféra konvekcidval szem-
ben stabil, ill. instabil lesz.

39.6 Egy lyukmentes, surlodas nélkiili dugattyn
val rendelkezé henger 1,01-10° Nm™2 nyomdson
1 m®egyatomos gézt (» = 5/3) tartalmaz 1,01 -105.
A homérsékletet dllandénak tariva a gazt lassan



162 < PELDATAR

nyomjuk Ossze, mig végsd térfogata 0,4 m? nem
lesz. Mennyi munkét kell végezni az 6sszenyomds
folyaman?

39.7 Az ugyanolyan kezdeti ¥, térfogatd és
ugyanolyan kezdeti p, abszolit nyomdsu 4 és B
gdzmintdt hirtelen, adiabatikusan a kezdeti tér-
fogat felére nyomjuk dssze. Hogyan fiigg Ossze a
gazmintdk végallapotbeli nyomdsa a kezdeti nyo-
maésértékkel, ha x, = 5/3 (egyatomos gdz) és

_xg = 7/5 (kétatomos gaz)?

39.8 Szamitsuk ki a két gdzminta Gsszenyomasa-
hoz sziikséges munkak ardnyat!

39.9 Két 200 cm?, ill. 100 cm?® térfogati gdmb
alaku edényt rovid csé kot Ossze, amelyben félig
Ateresztd anyagbol késziilt fal van. A két edény
kozotti fal lehetdvé teszi ugyan a nyomaskiegyen-
lit6dést, de a hoémérséklet-kiegyenlitGdést nem.
Amikor a rendszer 27 °C-os, 1,01 bar (= 1,01-
-10~% Nm™2) nyomasi oxigént tartalmaz, lezdrjuk.

Ezutan a kisebb edényt 0 °C-os jégfiirdébe, a na-
gyobbat pedig 100 °C-os g6zfirdébe helyezziik.
Mekkora lesz a végsé nyomads a rendszer belsejé-
ben? Hanyagoljuk el az edények h6mérsékleti ta-
guldsit.

39.10 Legyen egy 50 l-es és egy 15 l-es tartdly
rovid nyomaskiegyenlité szeleppel elldtott csévon
at osszekoOtve. A szelep csak akkor teszi lehetove,
hogy a g4z a nagyobb tartalybol a kisebbe aramol-
jon, ha a nagyobb tartalyban a nyomas 1,17 barral
nagyobb, mint a kisebb tartalyban. 17 °C h6mér-
sékleten a nagyobb tartily 1égkori nyomdsa gazt
tartalmaz, a kisebben viszont légiires tér van.
Mekkora a nyomads a kisebb tartilyban, ha mind-
két tartaly hémérséklete egyarant 162 °C?

39.11 Normdlis hémérsékleten a nitrogéntet-
roxid a kovetkez6 moédon parcidlisan disszocidl
nitrogén-dioxidda:

N;04 = 2 NO,.

Egy 250 cm® térfogati, iégires palackba 0 °C-on
0,90 g folyékony N,0,-et toltiink. Amikor a palack-

-ban a h6mérséklet 27 °C-ra emelkedik, a folyadék

teljesen g6zzé valik, és a nyomas 1,38 bar lesz. Sza-
mitsuk ki, hogy a nitrogéntetroxidnak hany sza-
zaléka disszocialt!

39.12 Valamely mozgathaté dugattyuval lezart,
szigeteletlen tartdlyban lev6é egy molnyi idedlis
egyatomos gdz nyomasa és térfogata kezdetben,
azaz —T; = 27°C-on: p, és V;. Lassi melegités
soran 8,31 Wh energiat kozliink vele, és ugyan-

akkor lehet6vé tessziik, hogy dllandé nyomdson

kiterjedjen. Ekozben tehat a gz az 4j p,, V;, és
T,-vel jellemzett dllapotba megy at. A gz Gj ener-
giatartalma, valamint a kiterjedés soran végzett
munka kiszdmitasa révén hatarozzuk meg -

a) aTy,ésa
b) V,/V, mennyiségeket.

40. fejezet

40.1 Termikus egyensulyban levé gazban, egy
adott felilletnek (itkdzé molekuldk mekkora ha-
nyadénak lesz

a) az étlagosnél nagyobb,
b) az atlagosnal haromszor nagyobb kinetikus
energidja?

40.2 Valamely anyagnak éllando térfogaton vett
hokapacitasa molonként C,. Ez az az energia-
mennyiség, amely egy molnyi anyag hémérsékleté-
nek egy fokkal valo emeléséhez sziikséges, mikoz-
ben a térfogatot allandonak tartjuk. Mekkora az
allando6 térfogaton vett molaris hékapacitds, ha

a) idedlis egyatomos gazt és
b) idedlis kétatomos gézt vizsgalunk ?

40.3 Vékony, allandd A keresztmetszetdi csdvon
v sebességgel normdl hémérsékletdi és nyomasu
levegd aramlik 4t. Amint egy elhanyagolhat6 ellen-
allast jelent6 drothalon keresztiilhalad, felmeleg-
szik. Az energiabetdplalds W Ws. A levegd a cs6-
vet v’ sebességgel hagyja el. frjuk fel a tdmeg-, az
energia- és az impulzusmegmaraddsra vonatkozo
egyenleteket, és segitségiikkel hatdrozzuk meg:

a) v'-t,
b) a végsé T hémérsékletet.
c) az F tolder6t.
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40.4 Az el6bbi példa tanulsdgai alapjan ,.ter-
vezzilk meg” repiilégép motorjat, ha a motor ma-

"sodpercenként 100 kg levegét, és 2,00 kg petro-

leumot fogyaszt. A petroleum égéshdje kb.
4,65-107 J/kg. Mi teheti megbizhatatlannd szdmi-
tasunk eredményét?

40.5 A Maxwell-féle eloszlasi térvény altaldnos
alakja; dN/dv = Av?e™™", amelyet v = x%e™™
alakba lehet attranszformalni.

a) Abrazoljuk ezt az egyenletet a 0 = x = 3,0
intervallumban, hogy megmutassuk, milyen
mértékben nyomja el az exponencialis fligg-
vény a novekvs y = x? gorbét!

b) Hatirozzuk meg a maximum ordinatéjat!

¢) Vizsgaljuk meg, hogy a gdrbénk alatti terlilet
mennyire kézeliti meg az

oo

J' x%e—" dx
0

integralt.

40.6 Az n = nye~™™*T  barometrikus magassag-
formuldban” a kT/mg = RT/Mg = h® mennyisé-
get (ahol M a moldris tomeg) ,,skalamagassdgnak”
nevezziik. Szamitsuk ki ennek a mennyiségnek az
Srtékét a Fold és a Nap atmoszférdjara vonatko-
zban, ha adottak a kovetkezé mennyiségek: Mg =
=29, Tg = 300K, up =15, To=5500 K,
go = 2,7-10% ms™2.

41. fejezet

41.1 Szamoljuk ki és jegyezziik meg

a) azt a T hémérsékletet, amelyen kT = 1 €V,

b) kT értékét szobahdmérsékleten, eV-ban,

¢) 1eV kvantumugrasnak megfelelS foton hul-
lamhosszat.

41.2 A feketetest-sugarzasra vonatkozo eloszlasi
torvény :
#iw® dw

I(w)do = PR —T) "

 helyett az x = #w/kT valtozét hasznilva mutas-
suk meg, hogy

a) az dsszes frekvencidra integralt teljes sugdr-
z4si intenzitds ardnyos az abszolit hémér-
séklet negyedik hatvanyaval;

11*

b) az azw, frekvencia, amelynél I(w) maxima-
lis, aranyos az abszolit hémérséklettel.

41.3 Szamitsuk ki valamely 2000 K, ill. 4000 K
hémérsékletii feketetest altal kibocsatott 0,31 um
hulldmhosszt fény relativ intenzitdsat.

42. fejezet

42.1 Aktivalasi energidkat, parolgdsi, keletkezési
ill. bomlasi héket stb. &ltaldban J/g mol vagy
eV/atom egységekben szokds megadni. Hany
J/g mol egyenld 1 eV/atommal?

42.2 Abrézoljuk a vizgbz stirfiségét 1/T fiige-
vényében féllogaritmikus papiron. (Az adatok pl. a
Pattantyis kézikonyvben taldlhatok meg.) A grafi-
kon alapjén hatédrozzuk meg a viz parolgési héjét.
Eredményiinket ellendrizziik a tdblazatban kozolt
értékkel.

42.3 A 0...300 °C tartomanyban a higany pérol-
gasi héje csak 3%,-kal valtozik és atlagos értéke
kb. 0,61 eV/atom. Mekkora hibat vétiink a 0 °C-os
higany g6zsliriségének kiszdmitdsa sordn, ha a
parolgdsi hének helyesen 0°C-nil vett értéke
helyett a 300 °C-on vett értékével szimolunk ?

Véssitk emlékezetiinkbe: ha a kitevé értéke
nagy, akkor a kitev8ben néhany szdzaléknyi eltérés
is nagy hibat okozhat!

42.4 Az abran a csaknem tiszta szilikon ellen-
4ll4st a h6mérséklet fiiggvényében dbrazoltuk. Vé-
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gezziink kvantitativ szamitast az ebben az anyag- -

ban 300 °C hSémérséklet felett és alatt folyo 4ra-

~ “mot illetSen.

43, fejezet

43.1 Egy oxigénmolekula ,,4tmér&je” durvan
0,3 nm. Becsiiljiik meg normal hémérsékletii és
nyomdst oxigénre vonatkozéan a kozepes 1itkd-
z¢si szabad Uthosszt és az {itkdzések kozotti atla-
gos idé6t.

43.2 Valamely tartidlyban 10* molekula van
olyan gazbol, amelynek kozepes szabad tthossza
I. A tartdlyban levs barmelyik molekuldra vonat-
kozdéan, mekkora L’ tGthossznal lesz 50%;-nél
kisebb valoszinlisége annak, hogy a molekula
L-nél nagyobb tavolsdgot tegyen meg, anélkiil,
hogy a kovetkezd litkozését elszenvedné?

43.3 Ha valamely anyagban a hémérsékleti gra-
diens zérustol kiilonbozik, akkor a hémérsékleti
gradienssel ardnyos energiadram 1ép fel. (A kon-
vektiv dramot elhanyagoljuk.) Az egységnyi felii-
letre és egységnyi h6mérsékleti gradiensre redukalt
a aranyossagi tényez6t hdvezetSképességnek neve-
zik. dW/dt = a4 dT/dx. Mutassuk meg, hogy ha
konvektiv aram nem 1ép fel, akkor az illeté gaz
hévezetSképessége :

a = knwl/(x—1) = kv/(x—1)0.

Tandcsunk: értelmezziik a h&vezetést valamely
siktol egy kozepes szabad dthosszra es@ U bels§
energidnak a sik egyik oldalarél a mdsikra valo 4t-
viteleként, mint ahogyan azt a diffizional is tettiik.

43.4 Amikor valamely folyadékban sebesség-
gradiens 1ép fel oly modon, hogy a sebesség az
aramlés irdnydra merdlegesen, a tavolsiggal val-
tozik, viszkdzus dramlésrol beszéliink. Gdzban ez
a jelenség valamely siktdl kb. egy kbzepes szabad
tthosszra esd impulzusnak a sikon keresztiili at-
vitelébdl szarmazik. Ha az dramléds x irdnyt és y
irdnyban a v,-nek van gradiense, akkor az egység-
nyi felilletre es6 viszkozitdsi er§ az y-ra merdleges
sikban:

F dv,
a7 dy -’
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rrrrr Mutassuk -meg,-hogy valamely gézra vonatkozé

viszkozitasi egyiitthatd kozelitSleg :
- 7= neoml = vmjo.

43.5 Figyeljiikk meg, hogy valamely géz hdveze-
tése és viszkozitdsa egyardnt fliggetlen a nyomds-
t6l. Okoskodjuk ki a két, egymdstol D tavolsagra
levé T és T+ AT hémérséklet( feliilet kozotti ener-
giadtaddsra vonatkozé képletek megfeleld modo-
sitdsat, ha /> D. Tegyiik meg ugyanezt két ugyan-
ilyen, egymaéshoz képest u és u+-Au sebességgel
mozgb feliiletek kozodtti impulzusataddsra vonat-
kozban is. v

43.6 Legyen az 4 &s B gz hémérséklete 7;, stirli-
ségitk pedig g;, ill. 0z. Jelolje egy adott ion A gaz-
ban megfigyelt mozgékonysdgat 1, a B gézban
valé mozgékonysagat pedig u5. Az ionok mekkora
mozgékonysagat virnank ezen gizok keverskében
Q4+ 0p stirliség és T, hémérséklet esetén?

44, fejezet

44.1 Idedlis gazt, melyre % = 4/3, egymés utdn
két titon visziink az A4 4llapotbél (300 K, 2 bar,
22,41 térfogat) a C 4llapotba (900 K, 2 bar, 33,6 1
térfogat). A két utat ABC, ill. ADC jeldt (1. az
4brat). ’

V22,41

a) Mutassuk meg, hogy az entrépia megvalto-
zésa mindkét Gton ugyanakkora.
b) Szamitsuk is ki ezt a megvaltozast.

44.2 A p— V diagramon &brézolt T, és T, vala-
mint (p,, V,) (p,, V,) kozotti idedlis abed Carnot-
ciklust dbrdzoljuk a megfelel6 ABCD pontokkal

B &
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egy hémérséklet—entropia diagramon (1. a 44.6
4brat).

44.3 Egy modern héerémiben tulhevitett g6zt
hasznalnak. A g6ézgenerdtorban a hémérsékiet
600 °C. A gdzkondenzator hiitésére hasznalt folys-
viz hémérséklete 20 °C. Mekkora egy ilyen erémi
maximalis hatasfoka?

44.4 Egy figyelmetlen kisérletezd a hét végén
nyitva felejti a héliumtartaly csapjat. A kezdetben
200 bar nyomasu, 20 °C-os gaz lassan, izotermiku-
san aramlik ki a tartalybdl. Mekkora a géz kg-

.onkénti entropiavaltozésa?

45. fejezet

45.1 A Nap kozelitSleg egy 5700 K hémérsék-
letd feketetesthez hasonléan sugarzik. A Naptol
egy csillagiszati egység tavolsigban egy tokélete-
sen befeketitett rézgolyét napfénysugarzasnak te-
sziink ki. Milyen lesz a golyd egyenstlyi hémér-
séklete? (A napétmérs a Foldrsl 0° 50 szog alatt
latszik.)

45.2 A napsugarak merdlegesen esnek egy nagy,
fekete kovekkel boritott teriiletre az egyenlitd kor-
nyékén. Ha e feliilet feketetestként sugdroz, milyen
hémérséklet alakul ki rajta? (A napéllando:
1395 W/m?2.)

45.3 r sugard, T hémérsékletd testet R sugard,
mindkét oldalon fekete vékony gombhéj vez. Sza-
mitsuk ki, hogy ez a sugdrzasvéds burok mekkora
F fényerdvel csokkenti a test lehilési sebességét.
(A gdmbhéjon beliili teret légiiresnek tekintjik,
s igy hdvezetési veszteségek nincsenek.)

454 A Nap koézéppontjanak a stirisége kb.
80 g/cm®, hémérséklete kb. 13-10° K; anyaga
csaknem teljesen protonokbol és elektronokbol all.
Szamitsuk ki, mekkora a giznyomds és a sugdrzasi
nyomas a Nap kdzéppontjaban.

45.5 A viz péarolgashéje kb. 2,44 108 J/kg, és a
gdzstirliség 100 °C-on 0,558 kg/m®. Hatdrozzuk
meg a Clausius — Clapeyron-egyenletbdl, hogy mi-

lyen sebességgel vaitozik a forrdsi h8mérséklet a
magassdg novekedésével, tengerszinthez kozeli
magassagokban °C/km egységekben. Tételezziik
fel, hogy a levegé hémérséklete 300 XK.

45.6 Mutassuk meg az idedlis gdzra vonatko-
hogy az 4llandé nyomds és 4lland6 tarfogat esetén
vett molaris fajh8k kozotti kilonbség egyenld az.
R gézallandoval: C,—Cp = R.

45.7 0 °C-on a telitett vizg6z fajlagos térfogata.
206 m3/kg. Mekkora a parolgashé értéke ezen a
hémérsékleten J/kg egységekben? (A dp/d7-t téb-
lazatok alapjin hatdrozzuk meg, majd szémitsuk.
ki L-t, és hascnlitsuk Sssze a tablazatban megadott
értékkel.)

45.8 Egy targy a feliiletére es§ Osszes sugarzés.
bizonyos A hdnyadat elnyeli, a tobbit pedig vissza-
veri. Mutassuk meg, hogy 7 h6mérséklet esetén a
targy felilletegységenként AoT* mennyiségii sugar-
zast bocsat ki.

45.9 a) Termodinamikai megfontolas alapjan
mutassuk meg, hogy ha valamely anyag fa-
gyas kozben kiterjed, fagydsi h6mérsékleté-
nek névekvs nyomds esetén csokkennie kell.

b) Becsiiljiik meg, hogy milyen alacsony a jég-
palya jegének a hémérséklete, amelyen még.
korcsolyazni lehet.

47. fejezet

47.1 Hatdrozzuk meg a hang azonos hémérsék-
leti héliumban és a hidrogénben mért sebességé-
nek ardnyat.

47.2 Két egyforma hosszu sipot
a) afolyékonylevegd hémérsékietére (— 180 °C}
hiitstt levegbvel, és

b) meleg levegével
miikodtetiink. Az egyik éppen egy oktavval ad
magasabb hangot, mint a masik (a frekvencia két-
szeres). Mekkora annak a leveg6nek a hémérsék-
lete, amellyvel a ) sipot miikodtetiiik?

47.3 Ha valaki héliumot Iélegzik be és beszél,
hangja természetellenesnek és igen magasnak tl-
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nik. Vizsgdljuk meg, hogy ha a kedves Olvaso osz- -~ 48. fejezet -

'szes rezondld lrege (,,az Ondk fejének az ires

része”) levegs helyett héliummal volna téltve, kb.
milyen tényezdvel ndvekedne az Gsszes rezondns
frekvencia? Egy dallamot énekelve, a hélium mi-
lyen hatést gyakorolna arra a hangnemre, amely-
ben énekel ? Elemezziik a feladatot!

47.4 Tekintslink egy 4llandd, egyenletes, 1000/s
frekvencidji hanghullimot, amelyben anyomds-
-cstcsok az 1 bar 1égkéri nyomdsiél + 10~ bar
értékkel kilonbdznek.

a) Mekkora siirliségvaltozas kisér egy ﬂyen hul-
lamot?
b) Mekkora lesz a részecske maximalis x,, el-
mozdulédsa?
¢) Milyen intenzitisa lesz a hangnak?
(A hangsebesség értékét 340 m/s-nak vegyiik.)

47.5 Fogjuk meg egy kb. 5 cm hosszi gumiszal
két végét, pengessiik meg és figyeljiik meg a hang
magassdgit. Bzutan — anélkiil, hogy az ujjaink
kozt tartott szdl tomegét megvdltoztatndnk — fe-
szitsik ki eredeti hosszdnak két-, harom-, négy-,
-OtszOrosére, €s sorban pengessiik meg a kiilon-
b06z6 hosszisdgu szalat. Vonjuk le a kovetkezteté-
seket! Vajon egy hegediihir miért nem viselkedik
ugyanigy?

47.6 Egy 4llando vastagsagq, tokéletesen hajlé-
kony, g kg/cm fajlagos tomegd hurt T fesziiltséggel
feszitlink meg. Vezessiik le az y lateralis elmozdu-
l4st leiré hullimegyenletet és hatdrozzuk meg a hir
mentén terjeds ,,zavar” terjedési sebességét. Téte-
lezziik fel, hogy minden pontban és idSpillanat-
ban 9y/0x < 1, és vizsgaljuk a rezgés komponen-
sét csak egy kivalasztott sikban. Megjegyezziik,
hogy a hur fesziiltségének laterdlis irdnyd kompo-
nense elég jo kozelitéssel T(0y/0x) kifejezéssel
-egyenlG.

47.7 Mutassuk meg, hogy az u = 4&"@*~* ¢le-
get tesz a
a

= WSy

hulldmegyenletnek, feltéve, hogy w & & elegettesz
az o = vk Osszefliggésnek.

48.1 A hullamhosszisaga vizhullim fazissebes-— - R

sége — a feliileti fesziiltséget és a véges mélységbsl
szdrmaz6 hatdsokat elhanyagolva —

A
VE

Mutassuk meg, hogy a csoportsebesség a fazissebes-
ség felével egyenld. Mekkora az 1000 m hullim-
hossziisdgi hulldm csoport- és fazissebessége ?

43.2 Ha a feliileti fesziiltséget is beleszdmitjuk,

valamely p siiriségii és o feliileti fesziiltségh folya--

dék felitleti hulliménak fazissebessége, elég nagy
mélység esetén:

2 A\ /3
v = (—;'150- +g_)

Szdmitsuk ki egy ilyen hulldm csoportsebességét.

48.3 Szémitsuk ki az 1 cm hulldmhossztisagt
hulldmfodrok fazissebességét

a) vizben (felilleti fesziiltség 70 mN/m) és

b) alkoholban (feliileti fesziiltség 26 mN/m).

43.4 Hatdrozzuk meg a viz minimdlis sebesség-
gel terjed8 hullimfodrainak hullimhosszat &s frek-
venciajat.

48.5 Egy dieselvontatisi hosszii tehervonat
egyenes palyén, lejtén felfelé 5,0 m/s sebességgel
halad. Amint egy teljesen fiiggéleges falba épitett
alagtithoz ér, a gépész hosszi1 egyenletes kiirtjelet
ad, amelynek alapfrekvencidja 340 Hz. Mind a
kiirtjelet magat, mind pedig a falrol visszavert
visszhangjat hallja

a) a gépész

b) és egy, a f6ldon, a fékezGkocsi kozelében

levé személy.

Misodpercenként hany lebegést hallanak az
egyes emberek ?

49. fejezet

49.1 Két strlodasmentesen elmozduld m;, ill.
m; témeg ky, ill. k, rugalmassagi 4lland6ju rugo-
val, két szemben 4ll6 falhoz van erGsitve.
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Ugyanakkor a tomegek egy k rugalmasségi dllan-
doju rugdval egymdssal is ssze vannak kapcsolva

(1. az 4brét). Irjuk fel a két tomeg mozgisegyerle-

tét. Legyen

492 A fenti egyenletekbe helyettesitsiink
x = Ae®* &s y = Be™i-t és hatarozzuk meg a rez-
gések alapharmonikuséanak frekvencijat és ampli-
tadojat.

49.3 Mutassuk meg, hogy az

Inx mamy nwz
f(x, 7,2, ) = Ae! sin—= sin == sin =

kifejezés, ahol

w? = v2%(2/a+m?/b%+n?/c?)

és I, m, n, 1-nél nagyobb, vagy azzal egyenls egész
szémol_c,

a) kielégiti a hdromdimenzi6s hullimegyenletet
(v terjedési sebesség esetén);

b) zérussal egyenl az x = 0ésx = a,y = 0¢és
y = b, valamint z = 0 és z = ¢ helyeken;

¢) idGben szinuszosan rezeg.

49.4 Ha az el6z6 feladatban @ :b:c = 1:2:3,
szamitsuk ki az w, alapfrekvencia kifejezéseként a
legalacsonyabb tiz frekvenciat. Allitsuk ket a no-
vekvd frekvencia szerint sorrendbe és abrazoljuk
Sket kozelitden egy fliggbleges skdldn.

49.5 Hasznaljuk fel a végtelen hossza, ellentétes
iranyban mozg6 periodikus hullimvonulatok elvét
ahhoz, hogy levezessiik, mi torténik akkor, ha egy
4lland6 vastagsig és L hosszusdgl megfeszitett
hirt kozepén A tavolsigra kihdzunk, majd elen-
gediink. Abrazoljuk vazlatosan a hur megjelenésé-
nek néhany reprezentativ nézetét a mozgas fél-
periddusa alatt, kiilénbsz6 id6pillanatokban.

50. fejezet

50.1 A négyszéghullam Fourier-analizisébdl:

flx) = % (sin x+—;—’— sin 3x+—;— sin 5x+...) Ki-

indulva mutassuk meg, hogy

a)l—%+% %+ = n/4

b)1+% 715—'4% . =a8;

o1ehrbdke -
—4/3(1+;+215+419+ )—n2/6-

50.2 Végezziik el az abran lathato g(x) figgvény
Fourier-analizisét és hasonlitsuk &ssze az elGbbi

0 E o

feladatban szerepl§ fiiggvény kiintegralasabol ka-
pott eredménnyel.

50.3 Az elGbbi feladat eredményét felhaszndlva
mutassuk meg, hogy

a) 1+1/3%+1/5*+1/7*+ ... = a/96,

24

b) Z Unt = o (/3155 .) =

= 74/90.
50.4 A 45. fejezetben ki kellett szamolnunk a ko-
vetkez integralt:

x3dx
er—1"°
0
Konnyen elvégezhetjiik a szamitdst, ha a szdmi4-
16t és a nevezGt megszorozzuk e~*-szel, és elvégez-
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-zlik-az alabbi-sorfejtést —

i
1

1

1—e—=

=(l+e+e 2+, ),

majd tagonként integralunk. Igy azt kell kapnunk

hogy

J’x"dx_
e"l_
o

= 67%/90 = 7/15.

oo
~

0

50.5 Szémoljuk ki az oszcilloszkép vizszintes el-—~
térité ,,kipp” 4ramkorében hasznalt farészfog™
fiiggvényt (1. az 4bran) elGallité Fourier-sort.

0 27 47 6

wem du[l+1/22+1/3+ ... ] =
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_-50.6__Hulldm-egyeniranyité olyan késziilék,

) amely valamilyen U, amplitadéja szmuszhullamo*

2z 4brén lathaté. hulldmma alakitja.

a) Szémitsuk ki U(?) 4tlagértékét, ami az egyen-

arami kimeneti fesziiltséggel egyenld.
b) Hatarozzuk meg a kimeneti fesziiltség méso-
dik harmonikusdnak amplittidojat.

kez6 alaki fesziiltséget szoigditatja:

Ui = Upet+e(Uye)®.

Vizsgaljuk meg, hogy a kobos tag milyen hatést
gyakorol:
a) egy bemen$ szinuszhulldmra;
5) két vagy t5bb, kiilonboz8 frekvencidjt, be-
mend szinuszhulldmra.

750.7 Egy transzformator a kimenetén a kover-
74¢]

39. fejezet

39.1 p#~1/T% = konst.
 Ty*! = konst.

39.2 173°C

39.4 p = pye HorET

39.6 1,82-106°7J

39.7 py=3,17p, 7z = 2,645

39.9 1,12 bar

39.10 0,266 bar

39.11 31%

39.124a) 1740 X

b) 538

40. fejezet

40.1 6,366; 0,050

402 a) (3/2)R
b) (/2R

40.5b) 0,368

c) ¥ 7/4

41, fejezet

41.1a) 11600 X
b) 1/40 &V
“¢) 124 um

413 R~ e M8 x 1073

42, fejezet

42.1 1 eV/atom = 96520 J/gmol
42.3 Xb. 2 faktornyit

Megoldasck

43, fejezet

17=10""m
T=10"%s
432L =561(=/In2N)
43.5 dW/dr = nyvk AT/(x—1)
F/A = nyvm Au

44, fejezet

4439 = 66,3%
44411108 J/K

45. fejezst

451 T~ 210K

452122°C

453 F = RY(R*+1%)

45.4 p, = 1,7-10% N/m?
2, = 7,2-10% N/m?

45.5 dT/dh = 3,1 °C/km

45.7 2490 -10° J/kg

47.1 0,78
47.259°C
473 2 9, (A hangnemre nincs hatdssal; a hang-

'1

it erdsen befolyédsolja).
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ER 47 6 0%/ox: = (g/T) o2 /a:- e — T R —”c’og' TA4/B =+l 1
eee—w— . ahonnan v = T}o = a’o k/ml k/mz’ SO

A/B = —mz/m1 ’
49. fejezet 50. fejezet

49.1 d2x/de2 + wix+ k(x—y)/my = O, 50.5 h(x) = 1/2—(1/x) [sin x+(1/2) sin 2x+ E . ‘

dy/de 4wy +k(y—x)/m, = 0 +(1/3) sin 3x+...]
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