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Bevezetés: mi a modell?

A modellezés célja
A modell elemei
A modell megadasa és megoldasa



MI A MODELL?

Gillman, 2009:
* ,A model is some representation of reality.”

e talan tul altalanos..., de vegyuk ugy mint a
modell tagabb értelmezését.

e ,In ecology and evolution the models are
almost entirely of a mathematical nature.”

 Tehat a modell a valésag matematikai
természet( reprezentacioja



MI A MODELL?

Juhasz-Nagy Pal:
* Ne nevezziink mindent modellnek, a

szaknyelvi fogalmaknak jol definialtaknak kell
lennie.

* Avaldsagot reprezentalni kell: abrak,
vegetaciotérképek, diagramok, folyamatabrak,
képletek — ez nem mind modell, sét
dnmagaban egyik sem!



MI A MODELL?

Juhasz-Nagy Pal:

* Azt a reprezentaciot nevezzik modellnek,
amelyre igaz, hogy az eredeti objektum
konkrét, a reprezentacio absztrakt
(matematikai).

* Ha a reprezentacio is konkrét, akkor makettrol
van sz0 (Gillman: ,,physical models such a toy
car”).



MI A MODELL?

e A MODELL: EGY HASZNOS MATEMATIKAI
KONSTRUKCIO (a valdsag képmasa) AMELY
NEM-MATEMATIKAILAG IS JOL INTERPRETALT
(Juhasz-Nagy Pal).



MI A MODELL?

* A valosag egyes elemeit reprezentaljuk
valtozokkal, és a koztik lévd kapcsolatot
képletekkel irjuk le, melyekben konstans
paraméterek szerepelnek.

e Pl. valtozék: a HIV virusok sz., T4 sejtek sz.,
paraméterek: virulencia, rezisztencia, virus, ill.
fert6zott/nem fert6zo6tt T4 sejt szaporodasi és
halalozasi valdszin(isége



MI A MODELL?

* Avaldsag mas elemeit elhanyagoljuk. Ez
szukségszerd(!

* Pl. egy populacié kornyezete: mindazon
tényezdk, amelyek hatnak a populaciora. Nem
,minden”|

* Tehat a modell a valésagnak egyszertsitett
képe. A modell hasznalatakor, értékelésekor
figyelembe kell venni, hogy mit hanyagoltunk
el.




Mikor van szukségink modellre?

Ha modell nélkil nem tudunk valaszolni a kérdésre, esetleg a
kérdés pontos megfogalmazasa is nehéz, pl. stabilitas kérdése.

Altaldban a bioldgidban egy idében lejatszddé folyamat
sebességére és végeredményére, vagyis az egyensulyi
helyzetre vagyunk kivancsiak.

Meg tudjuk adni (feltételezziik) egy-két képlettel, hogy rovid
tavon milyen szabaly szerint valtoznak a célvaltozok, a modell
segitségével szeretnénk joslatot kapni a hosszu id6re el6re, mi
fog torténni, mi lesz a célvaltozo egyensulyi értéke, stabil-e?
A modell néha annyira magatol értet6déen van a hattérben,
hogy észre sem vesszlik: pl. Mendel szabalyok: klasszikus
valoszinlségi mezd, fuggetlenség, a fliggetlen események
egyuttes bekovetkezésének valdszin(isége = az esemeények
valdszin(iségeinek szorzata.



A modell felépitése altalaban

* Avaltozok figgése a
* parameéterektdl| és a
* kezdeti feltételektdl



A valtozok

e Avaltozok meghatarozasa: azok a (populacios)
jellemz6k, amelyeket josolni akarunk, (tipikusan:
denzitas, allélgyakorisag) amelyek érdekelnek minket,
hogy mitdl és hogyan fuggenek. A valtozok idbbeli és
térbeli valtozasa hogyan fugg a paraméterektdl.

* Avaltozd egyensulyi helyzete, és az egyensuly
stabilitasa gyakori kérdeés.

* Avidltozok térbeli homogenitdsa / heterogenitasa,
varianciaja is fontosak lehetnek.



A paraméterek

* A paraméterek azok a tényezdk, amelyektol
lényegesen flggenek a valtozok.

* A paraméterek szamat igyekszlink
csokkenteni, tehat a lehetd legegyszer(bb
modellt valasztani, amely még jol josolja a
valtozokat.



A kezdeti feltételek

e Kezdeti feltételek: a valtozok értéke a t=0
idépontban, pl. n,., p,

* Avaltozok kezdeti értéke befolyasolhatja, hogy
melyik egyensulyi értéket érik el, ha tobb
egyensuly is van.



A modell megadasa

A modell megadasakor altalaban az tudjuk
kifejezni egy képlettel, hogy a valtozokra rovid
tavon milyen befolyast gyakorolnak a
parameéterek:

* An=f(n, paraméterek), differencia-egyenlet:
valtozas 1 generacio alatt

* dn/dt=f(n, paraméterek), differencial-
egyenlet: pillanatnyi valtozasi sebesség



A modell megoldasa

A megoldas azt jelenti, hogy tetsz6leges id6
mulva is tudjuk josolni a valtozo értéket,
illetve megadjuk az egyensulyi értékét

* N(t)=f(paraméterek, kezdeti feltétel)

« N=f(paraméterek, kezdeti feltétel)



A modell megoldasa

* Ha ezt sikerul egy képlettel megadni, akkor
analitikusan megoldottuk a modellt.

 Ha a modell tul bonyolult ahhoz, hogy
analitikusan megoldjuk, akkor
— szamitogeép segitségével numerikusan
megoldhatjuk a differencial-egyenletet,

— vagy szimulaciot kell késziteni, ami a differencia-
egyenletet felhasznalva generaciorol generaciora
kiszamitja a denzitast, mint egy sorozatot



A modell megoldasa

Gyakori cél az egyensulyi helyzetének megallapitasa:

— Okologia: Mekkora az egyensulyi denzitas?

— populaciogenetika: Mekkora az egyensulyi allélgyakorisag?

Masik gyakori kérdés: Stabil-e az egyensuly?

— Stabil: ha a valtozo értékét az egyensulybdl kimozditjuk, az
visszatér az egyensulyba, vagyis az egyensulytdl valo

tavolsag csokkenni fog. Instabil, ha n6 az egyensulytoél valo
tavolsag .

Szerencsére az egyensuly stabilitasanak
megallapitasahoz gyakran nem szikséges analitikusan
megoldani a modellt.



Szimulacio és numerikus megoldas,
hatranyok és elényok

 Aszimulacio és a numerikus megoldas hatranya, hogy végig
kell pasztazni a paraméter-teret, vagyis sok paraméter-
kombinaciobdl és kezdeti feltételbdl kell kiindulni és
kiszamoltatni a megoldas egyensulyi helyzetét.

* A szimulacio és a numerikus megoldas elénye, hogy jol
kovethetbek a populacioban idében lezajlo valtozasok, az
egyensulytdl tavoli helyzetek is tanulmanyozhatoak.

e Szimulacioval megoldani egy modellt altalaban nem kivan
magas matematikai ismereteket, csak kitartast és gyakorlatot.
A mai személyi szamitogépek képességei lehetbveé teszik pl.
10° egyedszamu 100 génldkuszos populacid vizsgalatat.



MODELL-TIPUSOK

 |dOben

— diszkrét: differencia-egyenletek, pl. kukoricabogar
— folytonos: differencialegyenletek, pl. HIV

* A véletlen szerepe alapjan

— sztochasztikus (demografiai sztochaszticitas): a
szaporodasban, tulélésben , vandorlasban, stb.
szerepe van a véletlennek is, a kv generacio
denzitdsa / allélgyakorisaga tobbféle érték lehet,
kiiloboz6 valoszinliségekkel

— determinisztikus



Megjegyzések a véletlen
szerepevel kapcsolatban

Populaciégenetikaban:

* Adeterminisztikus popgen modellekben az
egyedszamot végtelennek tételezziik fel, (elég nagynalk,
ahhoz, hogy a véletlen szerepe elhanyagolhato legyen)
nem kivanjuk az egyedek sorsat és a kulonb6z6
genotipusok egyedszamat modellezni, csak a
genotipusgyakorisagok valtozasa érdekes (aranyok,
elterjed/kihal-e egy allél).

* Asztochasztikus popgen modellekben az egyedeket
nyilvantartjuk, az egyes genotipusok egyedszama is
fontos, pl. a ritka genotipusok kihalasa / elterjedése. Itt
az egyedek szama csak egész szam lehet.



Megjegyzések a véletlen
szerepevel kapcsolatban

Okolégiaban: az egyedszam sosem végtelen és mindig
fontos, az a f6 valtozo.

* A determinisztikus 6kologiai modellekben a jelen
denzitasaibdl egyértelmien kiszamithatoak a kov
generdcio denzitasai. Az egyedszam / denzitas lehet
tort szam is (folytonosan valtozd valds szam).

* A sztochasztikus 6kolégiai modellekben a szaporodas /
tulélés / vandorlas soran szerepe van a véletlennek is,
igy a kov. gen. egyedszamai tobbféle értéket is felvehet-
nek kiilonb6z6 valdszinliségekkel. El6fordul, hogy az
egyedek sorsat koveti a modell (individual-based
model), pl. sejtautomata. Egyedszam: egész szam.



MODELL-TIPUSOK

* A kornyezeti valtozok
— konstans paraméterek (tipikus)
— random valtoznak: kornyezeti sztochaszticitas

* Térben
— nem strukturalt: ,,jol kevert”, homogeén

— strukturalt: nem teljes a keveredeés, a
metapopulacié szubpopulacidkbadl all, amelyek
kbzott migracio van.



MODELL-TIPUSOK

* A populacié
— nyitott (van ki és bevandorlas)
— zart

Vigyazat, egyes esetekben (konyvekben) a zartsag
azt is jelenti, hogy szliletés és halalozas sincs. PlI.
mark-release-recapture modszerek az
allatokologiaban.



MODELLEK AZ OKOLOGIABAN

e Egy vagy tobb faj populaciojanak iddbeli
esetleg térbeli valtozasai = populaciodinamika.

* A f6 valtozdk a populaciok egyedszamai, a
populaciok egymasra valo hatasa (predacio,
parazitizmus, mutualizmus, stb.)

* A fizikai kdrnyezet tényezdi is gyakran a modell
elemei (kdrnyezet = ami hat).



MODELLEK AZ OKOLOGIABAN

e Kérdések:

— Mely faj van jelen egy adott kornyezetben (altalanos
indikator-elv)? Mekkora egyedszammal? Miért?

— Hogyan valtozik egy vagy tobb populacio egyedszama az
id6ben?

— Mely fajok jelennek meg egyutt és miért?
— Hogyan valtoznak ezek az id6ben (szukcesszio)?
— Mik az egyensulyi populacioméretek? Stabilitas?



MODELLEK A POPULACIOGENETIKABAN

* Egy populacioban kettd vagy tobb genotipus
gyakorisaganak id6beli esetleg térbeli valtozasai. A f6
valtozok a genotipusok gyakorisagai vagy
egyedszamai, heterozigocia, beltenyésztettség.

e Tobbldkuszos modellben fontos a l6kuszok kozotti
kapcsoltsag valtozasa.

* Genotipusok, kapcsoltsag egyensulyi értéke,
egyensuly stabilitasa.



ldoben diszkrét, determinisztikus
populaciodinamikai modellek




Okolégiai modellek

Okoldgia alapkérdése: miért él egy faj adott egyedszammal egy
adott (fizikai és bioldgiai) kornyezetben?

A legegyszer(ibb okologiai modellekben a célvaltozo egy faj egy
populdcidjanak egyedszama / denzitdsa / biomasszdja.

Populaciddinamika: a denzitas hogyan valtozik az id6ben.

Bonyolultabb esetekben az egyedek korcsoportokba vagy allapot-
csoportokba tartoznak (age-structure, stage-structure) vagy nem
egyenletesen oszlanak el a térben (térben explicit modellek).
Tobb, egymassal kapcsolatban |év6 faj denzitasanak valtozasat
szeretnénk leirni: pl. préda-predator vagy epidemiologiai
modellek.



Egypopulacidés modellek
(térben homogén)

> Célvaltozo:

— n,, a populdcid egyedszama /denzitasa /biomasszaja

— korcsoport eloszlasa (1, 2, 3... évesek egyedszamai)

— allapotok kozotti eloszlasa (pete, larval, larva2, ...imagd egyedszamai)
> Paraméterek:

— (max) szaporodai rata

— (max) szliletési rata (korcsoportonként)

— (min) halalozasi rata (korcsoportonként)

— kornyezet eltartoképessége

» Kezdeti feltétel:

— kezdeti egyedszam n,, korcsoportok kezdeti egyedszamai



Korlatlan populacionovekedés
diszkrét modellje (geometric growth)

Ha diszkrét id6pontokban torténik a szaporodas, pl. évente egyszer,
a legegyszerilibb generacidvaltasi szabaly (update rule):

nt+1 = Rnt
An=(R-1)n,

R : diszkrét populaciéo-novekedési rata, konstans (nem fligg n-t6l,
vagyis denzitasfliiggetlen), reproductive factor

n, : egyedszam / denzitas / biomassza a t-ik id6pontban.

Cenzus = népszamlalas az életciklus meghatarozott pontjan, pl.
éppen peterakas eldtt vagy ujsziulott korban.



Korlatlan populacionovekedés
diszkrét modellje (geometric growth)

> Nem atfedd generaciok esetén R jelentése: egy egyed atlagosan
hany utodot ad a kov. generacidba, aki meg is éri azt az életkort,
amikor dsszeszamlaljuk (R-ben benne van a termékenység mellett
az utodok tulélése is). Gyakorlati okokbdl: egy n6sténynek hany
néstény-utddja lesz?

» Ha atfedd generaciok vannak, akkor R jelentése: bizonyos
valdszinlséggel tulél az eredeti egyed is + hany utdédot ad a kow.
generacioba, aki tul is él
R = 1 — halalozasi valoszinliseg + utédok szama

Altaldban bonyolitja a szaporodas és tulélés modellezését, hogy a kiilonbdz8 kort

egyedek szaporodasi és tulélési esélye nem uaz. Mego: korcsoportstruktura a
modellben (Leslie-matrix, Id. késbbb).



Korlatlan populacionovekedés
diszkrét modellje (geometric growth)

A modell megoldasa: (mennyi az egyedszam t id6pontban,
matematikailag egy geometriai sorozat):

Itt R-t konstansnak tételeztiik fel, tehat nem fugg a denzitastol,
(szUletési és haldlozasi rata allando):

R > 1: korlatlan, egyre gyorsuld novekedés, geom sor szerint
R < 1: geom sor szerinti csokkenés

R = 1: konstans egyedszam (irredlis, hogy R hajszalpontosan sokaig =
1)



Korlatlan populacionovekedés
diszkrét modellje (geometric growth)

A korlatlan populacionovekedést denzitasfuggetlen-nek is szoktak
mondani, mert a szuletési és halalozasi rata (amelyek kiilbnbsége
R) nem flgg a denzitastol; az egy fére eso szuletések szama nem
csokken és a halalozasok szama nem né a denzitassal, ami nyilvan
csak rovid tavon lehet igaz.

Gyakran ezt a modellt, nem geometriai névekedésnek, hanem kissé
pontatlanul exponencialis novekedésnek nevezik. Precizen az
exponencialis novekedés az id6ben folytonos denzitasfliggetlen
modell (dN/dt=rn) megoldasa.

Ez a pontatlansag nem nagy baj, mert a geometriai sor szerinti
diszkrét, és az exponencialis fv szerinti folytonos novekedeés
hasonlo abban, hogy egyre gyorsuld.

A (rovid ideig) egyre gyorsuld ndvekedésre vald képesség az ELET
alapvet6 tulajdonsaga.



Korlatozott populacio-novekedés diszkrét
modellje (diszkrét logisztikus)

Denzitas-fuggés: a novekedési rata csokkenjen az egyedszammal,
mert n6 a halalozas vsz-e és csokken a tulélés, update rule:

n
- {
N, =n+rn (1_Ej

AN =rn, [1—ﬁj
K

r: a nov. rata nagyon kis egyedszamnal (hatarértékben = geom. nov,,
ekkor R=1 + r), Malthus-i paraméter, per capita growth rate

K: a kornyezet eltartoképessége



Korlatozott populacio-novekedés diszkrét
modellje (diszkrét logisztikus)

nt
n., =N +rn [1_E]

Sajnos itt a megoldas nem ismert ,,zart alakban”, nincs olyan
egyszerU képlet: n,— n,, csak 1 id6egysegnyire tudunk el6re
szamolni egy lépésben.

Mit tegylnk? — szgépes szimulacio, ld. szgmod gyak. 1-2



